Metody Optymalizacji, wyktad nr 9 cd... Pawel Zielinski

1 Algorytm prymalno-dualny dla problemu najkroét-
szej Sciezki

Rozwazmy problem najkrotszej Sciezki, tj. problem, w ktérym dane sa:
skierowany graf G = (V, E), gdzie V jest zbiorem wierzchotkow, |V| = n,
E jest zbiorem tukéw, |E| = m, dwa roznione wierzchotki s € V' (zrodto) i
t € V (ujscie), nieujemne koszty tukow c., e € E. W problemie tym szukamy
Sciezki od s do t w grafie G, ktorej catkowity koszt jest najmniejszy.

Dla powyzszego problemu mozna podaé¢ model programowania liniowego
(zob. réwniez notatki z laboratorium):

T

min c¢'zx
+1
-1
Az = | 0| 3|V (1)
0
x>0,

gdzie € RIP| jest wektorem |E| zmiennych decyzyjnych, ktorych interpre-
tacja jest nastepujaca:

1 jesli tuk e nalezy do $ciezki

$e = { J y (& 6 E

0 w przeciwnym przypadku

a macierz A € {—1,0,1}IVI*IEl jest macierza incydencji grafu G (zob. ry-
sunek 1). Wiersz, w ktéorym w wektorze prawych stron jest +1 odpowiada
wierzchotkowi s a wiersz, w ktéorym jest —1 odpowiada wierzchotkowi ¢.
Binarnosé zmiennych decyzyjnych z. wynika z faktu, ze kazde rozwiazanie
bazowe dopuszczalne zadania (1) (w szczegolnosci optymalne) ma wszystkie
sktadowe binarne. Fakt ten wyjasnimy w kolejnych wykltadach. Zatem takie
rozwiazanie £ wyznacza Sciezke od od s do ¢t w grafie G. Stad zadanie (1)
modeluje nasz problem najkrétszej sciezki.

Zadanie (1) jest szczegolnym przypadkiem sformutowania programowa-
nia liniowego dla problemu najtanszego przeptywu. Tutaj podaz w wierz-
chotku s jest réowna 1 i popyt w wierzchotku ¢ jest réwny 1. Ograniczenia
zadania (1) zachowuja przepltyw. Okazuje si¢, ze zachowanie przepltywu (czy-
li przeptywu 1 od s do t) mozna wyrazi¢ za pomoca |V| —1 warunkéow (jeden
warunek jest zbedny - ten zwiazany z wierzchotkiem t). Zatem (1) ma teraz
postaé. Posta¢ te bedziemy nazywali zadaniem prymalnym (sformutowanie



Metody Optymalizacji, wyktad nr 9 cd... Pawel Zielinski

€1 €2 €3 €4 €5 €g er €g

s| 1 1 0 0 0 0 0 0
;t0 0 0 0o o0 0 -1 -1
11-1 0 1 1 0 0 0 0
2,0 -1 -1 O 1 0 0 0
310 0 o -1 0 -1 1 0
41 0 0 0 0o -1 1 0 1

Rysunek 1: Graf z kosztami tukéw (tlusty druk) i opowiadajaca macierz
incydencji A.

programowania liniowego problemu najkrotszej Sciezki):

min ¢’z
+1
0
(P) Az = | .| |V]-1 (2)
0
z > 0.

Zadanie dualne do zadania (P) ma postaé¢

max mg— T = Mg
T — Tj <Cij 62(’i,j)€E
(D) v 3)
x RV

Zmienna m; ma warto$é zero, poniewaz ograniczenie odpowiadajace wierz-
chotkowi ¢ w zadaniu (P) zostalo usuniete. Zauwazmy réwniez, ze w (D)
zmienne dualne odpowiadajg wierzchotkom grafu G.

Zastosujmy teraz algorytm prymalno-dualny (zob. wyktad 9) do proble-
mu najkrotszej Sciezki - mamy postaci zadan (P) i (D). Poniewaz kosz-
ty tukéw sa nieujemne, to pierwszym rozwigzaniem dopuszczalnym zadania
dualnego (D) jest rozwigzanie m = 0. Bedziemy teraz starali sie znalez¢ roz-
wiazanie prymalne z zadania (P) majace sktadowe z._(; ;) = 0 tam, gdzie
m; — mj < ¢, czyli dazyli do spetnienia warunkéw twierdzenia o réznicach
dopelniajacych. W tym celu dla ustalonego rozwigzania m wyznaczamy zbior
indeksow ograniczen J w (D), ktore zaszty w postaci rownosci, tj.

J:{e:(i,j)eE : 7[‘1'—71’]‘:01']'}.

Wspomniany @, jesli istnieje, jest rozwiazaniem optymalnym zadania ogra-
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niczonego prymalnego (RP):

min Z acf‘

€[|V]-1]
+1
Az + 24 X V-1
T+t = . —
(RP) : (4)
0
e >0 eeJ
Te = 0 e g J
x>0 ie(|[V|-1],
A

gdzie 24 € RIVI7! jest wektorem sztucznych zmiennych. Zadanie dualne
do (RP) jest postaci:

max mwg— My = Ts
m—m; <0 e=(i,5)€J
(DRP) m <1 ie V\A{t} (5)
Tt = 0
x eRVI

Zadanie (RP), czyli poszukiwanie  dla ustalonego , bedziemy roz-
wiazywali niejawnie rozwiazujac zadanie (DRP) (korzystajac z zaleznosci
miedzy zadaniami prymalnym i dualnym). Okazuje sie, ze zadanie (DRP)
jest tatwe do rozwiazanie sprowadza sie one do problemu osiggalnosci jakie-
gos podzbioru wierzchotkéw z ustalonego wierzchotka w grafie G, czyli tutaj
bedziemy stosowali algorytm grafowy zamiast algorytmu sympleks.

Zauwazmy, ze ms < 1 oraz funkcja celu (DRP) jest postaci my, ktora
maksymalizujemy. Zatem prébujemy skonstruowaé rozwiagzanie dopuszczal-
ne 7 ze skladowa m; = 1. Jezeli nie istnieje Sciezka od s do t w grafie G
zlozona z tukéw nalezacych do J, wtedy m konstruujemy przez propagacje 1
do wszystkich wierzchotkéw osiagalnych z s (ale nie incydentnych z tukami
nalezacymi do J) spelniajac jednoczesnie ograniczenia m; — m; < 0 zada-
nia (DRP). Latwo zauwazy¢, ze rozwiazanie optymalne T zadania (DRP)
jest postaci:

0 jesli wierzchotek ¢ jest osiagalny z wierzchotka ¢
= $ciezka zlozong z tukéw nalezacych do J 1€ V.

1w przeciwnym przypadki

Jesli w rozwiazaniu optymalnym 7 zadania (DRP) sktadowa 7y = 0
(wartos¢ funkcji celu zadania (DRP) jest réwna zero), to optymalna war-
tos¢ funkcji celu zadania (RP) jest rowna zero. Zatem istnieje rozwiazanie
prymalne z zadania (P) majace sktadowe z._(; ;) = 0 tam, gdzie m;—7; < ¢;;
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w zadaniu (D). Z twierdzenia o réznicach dopeiajacych & jest optymalne
dla (P) (zadania najkrotszej Sciezki), a Sciezka z s do t zlozona z tukow
nalezacych do J jest najkrotsza w G. W tym przypadku algorytm koriczy
dziatanie.
W przeciwnym przypadku poprawiamy rozwiazanie m zadania dualne-
go (D), mianowicie:
T:=mT+ O, (6)

gdzie ©1 wyznaczamy nastepujaco:
6, = min{cij — (7Tz' — 7Tj) e = (Z,j) ¢ J T — T > 0}.

Mozna zauwazy¢, rozwiazanie problemu najkrotszej sciezki w grafie G
zostato sprowadzone do iteracyjnego rozwiazywania problemu osiagalnosci
w tym grafie. [lustracja algorytmu prymalno-dualnego przedstawiona jest na
rysunku 2.

Przedstawmy teraz oczywiste wtlasnosci powyzszego algorytmu. Zdefi-
niujmy w dowolnym momencie dzialania algorytmu nastepujacy zbioér wierz-
chotkow:

W = {ieV :tjest osiagalny z i Sciezka zlozona z tukow z J}
= {ieV:7m =0}

Pierwsza wtasnos$é: wartoéé zmiennej m; nie ulega zmianie od momentu, gdy
wierzchotek i zostal dotaczony do W az do momentu zakoriczenia algoryt-
mu, co wynika od z faktu, ze 7; = 0 w tym okresie i rownania (6). Druga
wlasnosé: jezeli tuk e = (i, j) zostal dotaczony do J to nigdy nie opusci tego
zbioru. Rozwiazanie dualne modyfikujemy wedtug wzoru (6). Niech ' bedzie
zmodyfikowanym rozwigzaniem, ' := w401 . Zauwaz, ze dlae = (i,j) € J
mamy 7; = 017; = 0. Zatem jesli m; — mj = ¢, to rowniez m; — 71'3- = ¢jj.

Mozna réwniez zauwazy¢, ze jesli ¢ zostal dodany do zbioru W, to war-
tos¢ zmiennej dualnej m; jest rowna dlugosci najkrotszej $ciezki od 4 do t.
Algorytm wykonuje skoniczong liczbe krokéw. Jest to oczywiste, poniewaz
w kazdej iteracji co najmniej jeden wierzchotek zostaje dodany do W. Stad
liczba iteracji wynosi co najwyzej |V|. Przedstawiony jest w zasadzie algo-
rytmem Dijkstry dla problemu najkrotszej $ciezki.

Uwagi na temat tresci wykladu

Czes¢ wykladu zostala przygotowana na podstawie ksiazki [1].
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Rysunek 2: Ilustracja algorytmu prymalno-dualnego dla egzemplarza proble-
mu najkroétszej Sciezki przedstawionego na rysunku 1. Rozwigzania dualne 7 i
7, odpowiednio, zadan (D) i (DRP) znajduja sie rowniez nad wierzchotkami
grafow.
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