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Zadania prymalne i dualne

min ¢’ Xx
(P) B Ax =b
£P=1 x> 0,

gdziece R", Ac R™" m<n beR™ b>0ax cR"”wektorem
zmiennych decyzyjnych.
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Zadania prymalne i dualne

min ¢’x
(P) _[Ax=b
£P=1 x> 0,

gdziece R", Ac R™" m<n beR™ b>0ax cR"”wektorem
zmiennych decyzyjnych. Odpowiadajgce zadanie jest dualne jest
postaci:

max b’ max b'r
(D) < nTA<c’ & X — ATr<c
P\ nerm b= nerm,

gdzie wektor r € R™ jest wektorem m zmiennych decyzyjnych dualnych
nieograniczonych co do znaku. -
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Twierdzenie o réznicach dopetniajgcych - oRD

Twierdzenie (o0 roznicach dopetniajgcych)
Dwa rozwigzania dopuszczalne x € Xp im € Xp, odpowiednio, zadania
prymalnego i dualnego sg optymalne wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione
sg nastepujgce warunkKi:
(vi € [m])(mi(a] x — bi) = 0), (1)
(v € [M)((¢; — 7" Aj)x; = 0), @)

gdzie a] i A; sa, odpowiednio, i-tym wierszem, j-ta kolumng macierzy A.
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Twierdzenie o réznicach dopetniajgcych - oRD

Twierdzenie (o r6znicach dopetniajgcych)

Dwa rozwigzania dopuszczalne x € Xp im € Xp, odpowiednio, zadania
prymalnego i dualnego sg optymalne wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione
sg nastepujgce warunkKi:

(vi € [m)(ri(a] x — b;) = 0), (1)
(v) € [)((; — =" A;)x; = 0), 2)

gdzie a] i A; sa, odpowiednio, i-tym wierszem, j-ta kolumng macierzy A.
Zauwazmy, ze warunki (1) sg zawsze spetnione dla rozwigzania
prymalnego x € Xp zadania (P). Wynika to z faktu, ze (P) jest w postaci
standardowej. Zatem trzeba sie skupi¢ tylko na warunkach (2).
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Twierdzenie oRD - zastosowanie

e Zat6zmy, ze mamy dane rozwigzanie dualne = € Xp zadania
dualnego (D).

Zamy
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Twierdzenie oRD - zastosowanie

e Zat6zmy, ze mamy dane rozwigzanie dualne = € Xp zadania
dualnego (D).

¢ Jedli uda nam sig znalez¢ rozwigzanie prymalne x € Xp zadania (P)
majace sktadowe x; = 0 tam, gdzie ¢; — nTA; > 0, to para (x, )
bedzie spetnia¢ warunki (2):

(vj € [n))((¢ — =" Aj)x; = 0),
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Twierdzenie oRD - zastosowanie

e Zat6zmy, ze mamy dane rozwigzanie dualne = € Xp zadania
dualnego (D).

¢ Jedli uda nam sig znalez¢ rozwigzanie prymalne x € Xp zadania (P)
majace sktadowe x; = 0 tam, gdzie ¢; — nTA; > 0, to para (x, )
bedzie spetnia¢ warunki (2):

(vj € [M)((c; — =" Aj)x; = 0),

e Witedy z twierdzenia o réznicach dopetnijgcych dostajemy, ze x i
sg optymalne, odpowiednio, dla zadania prymalnego i dualnego.

Zam
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Twierdzenie oRD - zastosowanie

e Zat6zmy, ze mamy dane rozwigzanie dualne = € Xp zadania
dualnego (D).

¢ Jedli uda nam sig znalez¢ rozwigzanie prymalne x € Xp zadania (P)
majace sktadowe x; = 0 tam, gdzie ¢; — nTA; > 0, to para (x, )
bedzie spetnia¢ warunki (2):

(vj € [M)((c; — =" Aj)x; = 0),
e Wtedy z twierdzenia o r6znicach dopetnijacych dostajemy, ze x i 7

sg optymalne, odpowiednio, dla zadania prymalnego i dualnego.

Stad idea algorytmu prymalno-dualnego polega na szukaniu
rozwigzania prymalnego x dla danego rozwigzania dualnego « tak aby
para (x, ) spetniata warunki (2).
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ldea algorytmu prymalno-dualnego

Zadanie Zadanie Zadanie Zadanie dualne
prymalne | 5 dualne | g ograniczone prymalne | gl do ograniczonego prymalnego
(P) (D) (RP) (DRP)
x ™
popraw T

el
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ldea algorytmu prymalno-dualnego

Zadanie Zadanie Zadanie Zadanie dualne
prymalne | 5 dualne | g ograniczone prymalne | gl do ograniczonego prymalnego
(P) (D) (RP) (DRP)
x ™
popraw T

el

¢ Rozwigzujemy zadanie (RP) (restricted primal).
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ldea algorytmu prymalno-dualnego

Zadanie Zadanie Zadanie Zadanie dualne

prymalne | 5 dualne | g ograniczone prymalne | gl do ograniczonego prymalnego
(P) (D) (RP) (DRP)
x ™

popraw T

el

e Rozwigzujemy zadanie (RP) (restricted primal).

¢ Jezeli poszukiwanie x nie powiedzie sige (w przypadku sukcesu
STOP), wowczas po rozwigzaniu (RP) otrzymujemy pewng
informacje w postaci zadania (DRP) (dual restricted primal) i jego
rozwigzania optymalnego 7.
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ldea algorytmu prymalno-dualnego

Zadanie Zadanie Zadanie Zadanie dualne

prymalne | 5 dualne | g ograniczone prymalne | gl do ograniczonego prymalnego
(P) (D) (RP) (DRP)
x ™

popraw T

el

e Rozwigzujemy zadanie (RP) (restricted primal).

¢ Jezeli poszukiwanie x nie powiedzie sige (w przypadku sukcesu
STOP), wowczas po rozwigzaniu (RP) otrzymujemy pewng
informacje w postaci zadania (DRP) (dual restricted primal) i jego
rozwigzania optymalnego 7.

¢ |Informacja ta postuzy nam do poprawy biezgcego rozwigzania

dualnego .
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Poczgtkowe rozwigzanie zadania (D)
e Zatdézmy, ze ¢ > 0, Wéwczas m = 0 dla zadania dualnego (D).
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Poczgtkowe rozwigzanie zadania (D)
e Zatdézmy, ze ¢ > 0, Wéwczas m = 0 dla zadania dualnego (D).
e Jesli ¢ # 0, to do zadania (P) dodajemy ograniczenie

X1+ Xo + -+ Xp + Xnp1 = bmy

ze wspotczynnikiem ¢, 1 = 0 przy Xn.1, bms1 jest duzg liczbg
wigkszg niz 3-,c; Xi dowolnego rozwigzania zadania (P).
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Poczgtkowe rozwigzanie zadania (D)
e Zatdézmy, ze ¢ > 0, Wéwczas m = 0 dla zadania dualnego (D).
e Jesli ¢ # 0, to do zadania (P) dodajemy ograniczenie
Xt + X2+ -+ Xn + Xny1 = bmy
ze wspotczynnikiem ¢, 1 = 0 przy Xn.1, bms1 jest duzg liczbg
wigkszg niz 3-,c; Xi dowolnego rozwigzania zadania (P).
Zadanie dualne do zmodyfikowanego zadania prymalnego (P) jest
postaci:
max T'b  + bmi1Tmd
7I‘TAj + Tmi1 S G jen
Tme1 < 0 (poniewaz c,.1 = 0).
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Poczgtkowe rozwigzanie zadania (D)
e Zatozmy, ze ¢ > 0, Wéwczas m = 0 dla zadania dualnego (D).
e Jesli ¢ # 0, to do zadania (P) dodajemy ograniczenie

X1+ Xo + -+ Xp + Xnp1 = bmy

ze wspotczynnikiem ¢, 1 = 0 przy Xn.1, bms1 jest duzg liczbg
wigkszg niz 3-,c; Xi dowolnego rozwigzania zadania (P).

Zadanie dualne do zmodyfikowanego zadania prymalnego (P) jest
postaci:

max T'b  + bmi1Tmd
7I‘TAj + Tmi1 S G jen
Tme1 < 0 (poniewaz c,.1 = 0).
Rozwigzaniem poczgtkowym powyzszego zadania dualnego jest
mi=0dlaje [n]inms =min{c : j € [n]}.

w
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Algorytm prymalno-dualny

Zatézmy, ze mamy rozwigzanie dopuszczalne m zadania dualnego (D).

Zamy
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Algorytm prymalno-dualny
Zat6zmy, ze mamy rozwigzanie dopuszczalne w zadania dualnego (D).
Szykamy rozwigzania prymalnego x zadania (P) majace sktadowe
x; = 0 tam, gdzie ¢; — w" A; > 0, czyli dazyli do spetnienia warunkéw (2):

(vj € [n)((¢; — =" Aj)x; = 0),
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Algorytm prymalno-dualny
Zat6zmy, ze mamy rozwigzanie dopuszczalne w zadania dualnego (D).
Szykamy rozwigzania prymalnego x zadania (P) majace sktadowe
x; = 0 tam, gdzie ¢; — w" A; > 0, czyli dazyli do spetnienia warunkéw (2):

(vj € [n)((¢; — =" Aj)x; = 0),

Rozwigzanie 7 spetnia:

nTAj < g, jen].

Zam
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Algorytm prymalno-dualny
Zatézmy, ze mamy rozwigzanie dopuszczalne 7 zadania dualnego (D).
Szykamy rozwigzania prymalnego x zadania (P) majace sktadowe
x; = 0 tam, gdzie ¢; — w" A; > 0, czyli dazyli do spetnienia warunkéw (2):

(vj € [n)((¢; — =" Aj)x; = 0),

Rozwigzanie 7 spetnia:
nTAj < g, jen].

Wyznaczmy zbiér indeksow, dla ktérych ograniczenia n " A; < ¢j zaszty
w postaci rownosci, tj.

J={j:nTA =¢c,jen}

Zam
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Algorytm prymalno-dualny

Szukamy teraz wspomnianego x. W tym celu modyfikujemy zadanie
prymalne (P).

Zamy
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Algorytm prymalno-dualny

Szukamy teraz wspomnianego x. W tym celu modyfikujemy zadanie
prymalne (P). Otrzymujemy nastepujacy problem spetnienia ograniczen:

Yapg =b ielm

jed
x >0 jed (3)
x =0 jgJ.

Zam
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Algorytm prymalno-dualny

Szukamy teraz wspomnianego x. W tym celu modyfikujemy zadanie
prymalne (P). Otrzymujemy nastepujacy problem spetnienia ograniczen:

Yapg =b ielm

jed
x >0 jed (3)
x =0 jgJ.

Oczywiscie jesli istnieje rozwigzanie x spetniajgce uktad ograniczen (3),
wéwczas x jest optymalne dla zadania (P). Rozwigzanie takie moze nie
istnie¢. Aby sprawdzi¢, czy uktad (3) jest sprzeczny lub nie,
rozwigzujemy zadanie optymalizacyjne zwane ograniczonym
prymalnym (RP) (restricted primal).
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Zadanie ograniczone prymaine (RP)

ie[m]
P Sapx + X =b ie[m]
jed
Xj >0 jed
X =0 j¢J
x>0 ie[m),

gdzie x4, i € [m], sg zmiennymi sztucznymi.

Zamy
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Zadanie ograniczone prymaine (RP)

ie[m]
- Sapg +  xf =b ie[m]
jed
Xj >0 jed
X =0 jgJ
x>0 ie[m),

gdzie x4, i € [m], sg zmiennymi sztucznymi.
e Jesli £,y = 0, wowczas uktad (3) ma rozwigzanie dopuszczalne i x
jest optymalne dla (P) - STOP!

Zam
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Zadanie ograniczone prymaine (RP)

ie[m]
(RP) > apx + xA =b; ic[m]
jed
Xj >0 jed
X =0 j¢J
x>0 ie[m),

gdzie x4, i € [m], sg zmiennymi sztucznymi.
e Jesli £opr = 0, wOwczas uktad (3) ma rozwigzanie dopuszczalne i x
jest optymalne dla (P) - STOP!

e Jesli £opr > 0 uktad (3) jest sprzeczny. W tym przypadku bedziemy
musieli skonstruowac¢ nowe rozwigzanie dualne 7*.
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Zadanie dualne do ograniczonego prymalnego (DRP)

Rozpatrujemy problem dualny do (RP), dualny do ograniczonego
prymalnego (dual restricted primal) (DRP),

max w'b
ﬂ'TAj <0 jed
i <1 i € [m]
™ €RM™

(DRP)

Zamy
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Zadanie dualne do ograniczonego prymalnego (DRP)

Rozpatrujemy problem dualny do (RP), dualny do ograniczonego
prymalnego (dual restricted primal) (DRP),

max w'b
ﬂ'TAj <0 jed
i <1 i e [m]
™ €RM™

(DRP)

Rozwigzanie optymalne 7 zadania (DRP) mozna otrzymac bez jego
rozwigzywania korzystajac z informacji po rozwigzaniu zadania (RP).
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Nowe rozwigzanie zadana dualnego (D)

Poprawiamy stare rozwigzanie dualne 7 zadania (D).
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Nowe rozwigzanie zadana dualnego (D)

Poprawiamy stare rozwigzanie dualne 7 zadania (D).
Nowe, zmodyfikowane, rozwigzanie dualne 7* bedzie postaci

™ =m+OT.

Zamy
2



Algorytm prymalno-dualny
000000000 800000

Nowe rozwigzanie zadana dualnego (D)

Poprawiamy stare rozwigzanie dualne 7 zadania (D).
Nowe, zmodyfikowane, rozwigzanie dualne 7* bedzie postaci

™ =m+OT.

Dobierzemy © € R, tak aby nowe rozwigzanie dualne 7* byto
dopuszczalne i warto$¢ funkcji celu zadania (D) byta wieksza od
poprzedniej dla .
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Dobér ©
Nowej wartos¢ funkcji celu dla zadania (D) jest postaci
() b=n1"b+ 07T b=n"b+ 0.
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Dobér ©
Nowej wartos¢ funkcji celu dla zadania (D) jest postaci
() b=n1"b+ 07T b=n"b+ 0.

ROwNosC Eopr = 7' b > 0 wynika z silnego twierdzenia o dualnosci,
dla (RP) i (DRP).

Zam
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Dobdér ©

Nowej wartos¢ funkcji celu dla zadania (D) jest postaci

(7r*)Tb —x'b+O07 ' b=n"b+ © Lopt-
ROwNosC Eopr = 7' b > 0 wynika z silnego twierdzenia o dualnosci,
dla (RP) i (DRP).
Aby (7*)Tb > nTb, © musi by¢ dodatnia, © > 0.
Ponadto 7* musi by¢ dopuszczalne dla (D), czyli musi spetniac
nastepujgce nierownosci:

(m) A =7TAj+ 07 A < ¢, je[n]

Zam
2



Algorytm prymalno-dualny
000000000080000

Dobér ©

Nowej wartos¢ funkcji celu dla zadania (D) jest postaci
() b=n1"b+ 07T b=n"b+ 0.

ROwNosC Eopr = 7' b > 0 wynika z silnego twierdzenia o dualnosci,
dla (RP) i (DRP).

Aby (7*)Tb > 7 Tb, © musi by¢ dodatnia, © > 0.

Ponadto 7* musi by¢ dopuszczalne dla (D), czyli musi spetniac
nastepujgce nierownosci:

(r")TA =7TA + 07 A < ¢, j € [n].

Kiedy 7' A; < 0 dla wszystkich j € [n], to 7" jest zawsze dopuszczalne.

Zam
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Dobér ©

Nowej wartos¢ funkcji celu dla zadania (D) jest postaci
() b=n1"b+ 07T b=n"b+ 0.

ROwNosC Eopr = 7' b > 0 wynika z silnego twierdzenia o dualnosci,
dla (RP) i (DRP).

Aby (7*)Tb > 7 Tb, © musi by¢ dodatnia, © > 0.

Ponadto 7* musi by¢ dopuszczalne dla (D), czyli musi spetniac¢
nastepujgce nierownosci:

(m) A =7TAj+ 07 A < ¢, je[n]
Kiedy 7' A; < 0 dla wszystkich j € [n], to 7* jest zawsze dopuszczalne.

Jednak jezeli 7" A; < 0 dla wszystkich j € [n], to warto$¢ © mozemy
zwiekszac do +co.

Zam
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Dobér ©

Nowej wartos¢ funkcji celu dla zadania (D) jest postaci
() b=n1"b+ 07T b=n"b+ 0.

ROwNosC Eopr = 7' b > 0 wynika z silnego twierdzenia o dualnosci,
dla (RP) i (DRP).

Aby (7*)Tb > 7 Tb, © musi by¢ dodatnia, © > 0.

Ponadto 7* musi by¢ dopuszczalne dla (D), czyli musi spetniac¢
nastepujgce nierownosci:

(m) A =7TAj+ 07 A < ¢, je[n]

Kiedy 7' A; < 0 dla wszystkich j € [n], to 7* jest zawsze dopuszczalne.
Jednak jezeli 7" A; < 0 dla wszystkich j € [n], to warto$¢ © mozemy
zwiekszac¢ do +o00. Zatem warto$¢ funkcji celu zadania (D) jest
nieograniczona. Stad zadanie prymalne (P) jest sprzeczne. -
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Dobér ©...

Twierdzenie
Jezeli w zadaniu (RP) &opr > 0 i A; < 0 dla wszystkich j ¢ J, wtedy
zadanie prymalne (P) jest sprzeczne.
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Dobér ©...

Twierdzenie

Jezeli w zadaniu (RP) &opr > 0 i Aj < 0 dla wszystkich j ¢ J, wtedy
zadanie prymalne (P) jest sprzeczne.

W powyzszym twierdzeniu sprawdzamy tylko nieréwnoéci ' A; < 0 dla
j € J, poniewaz dla j € J nierdwnosci 'TrTAj < 0 sg zawsze spetnione, co
wynika z faktu, ze 7 jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania (DRP).
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Dobér ©...

Twierdzenie

Jezeli w zadaniu (RP) &opr > 0 i Aj < 0 dla wszystkich j ¢ J, wtedy
zadanie prymalne (P) jest sprzeczne.

W powyzszym twierdzeniu sprawdzamy tylko nieréwnoéci ' A; < 0 dla
j € J, poniewaz dla j € J nierdwnosci 'TrTAj < 0 sg zawsze spetnione, co
wynika z faktu, ze 7 jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania (DRP).
Zatem musimy sie skupi¢ na zapewnieniu dopuszczalnosci 7*, kiedy

7' A; > 0 dla pewnych j & J.

Zam
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Dobér ©...

Twierdzenie

Jezeli w zadaniu (RP) &opr > 0 i Aj < 0 dla wszystkich j ¢ J, wtedy
zadanie prymalne (P) jest sprzeczne.

W powyzszym twierdzeniu sprawdzamy tylko nieréwnoéci ' A; < 0 dla
j € J, poniewaz dla j € J nierdwnosci 'TrTAj < 0 sg zawsze spetnione, co
wynika z faktu, ze 7 jest rozwigzaniem dopuszczalnym zadania (DRP).
Zatem musimy sie skupi¢ na zapewnieniu dopuszczalnosci 7*, kiedy

7' A; > 0 dla pewnych j & J.
W tym przypadku kryterium dopuszczalnosci ma postac:

(m)A =n"A +07 A <c,jg JiT A > 0.
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Dobér ©...

Twierdzenie

Jezeli w zadaniu (RP) &opr > 0 i istnieje j ¢ J takie, Ze ' A; > 0.
Wowczas najwiekszg wartos¢ © zachowujgcg dopuszczalnosé
.= m + ©T wyznaczamy nastepujgco:

ci—7mlA;
©4 :min{/j ; 7rTA->O,j§ZJ}.
ﬂ‘TAj /

Nowa wartosc¢ funkcji celu:

() b=7n"b+0:7'b>nb.

Zam
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Szkic algorytmu prymalno-dualnego

Krok 1 Znajdz poczatkowe rozwigzanie dopuszczalne m zadania dualnego (D).
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Szkic algorytmu prymalno-dualnego

Krok 1 Znajdz poczatkowe rozwigzanie dopuszczalne m zadania dualnego (D).
Krok 2 Wyznacz zbiér indeksow

J={j:nTA =¢,jc[n]}

n
4am
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Szkic algorytmu prymalno-dualnego

Krok 1 Znajdz poczatkowe rozwigzanie dopuszczalne m zadania dualnego (D).

Krok 2 Wyznacz zbiér indeksow
J={j:nTA =¢,jc[n]}
Krok 3 Rozwigz zadanie (RP).

Jesli £t = 0, wowcezas rozwigzanie x zadania (RP) jest optymalnym
rozwigzaniem zadania prymalnego (P), STOP.
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Szkic algorytmu prymalno-dualnego

Krok 1 Znajdz poczatkowe rozwigzanie dopuszczalne m zadania dualnego (D).
Krok 2 Wyznacz zbiér indeksow

J={j:nTA =¢,jc[n]}
Krok 3 Rozwigz zadanie (RP).
Jesli £t = 0, wowcezas rozwigzanie x zadania (RP) jest optymalnym
rozwigzaniem zadania prymalnego (P), STOP.
Krok 4 Jezeli 7T'TA,- < 0 dla wszystkich j ¢ J, to zadanie prymalne (P) jest
sprzeczne, STOP.
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Szkic algorytmu prymalno-dualnego
Krok 1 Znajdz poczatkowe rozwigzanie dopuszczalne m zadania dualnego (D).
Krok 2 Wyznacz zbiér indekséw
J={j:nTA =¢,jc[n]}
Krok 3 Rozwigz zadanie (RP).
Jesli £t = 0, wowcezas rozwigzanie x zadania (RP) jest optymalnym
rozwigzaniem zadania prymalnego (P), STOP.
Krok 4 Jezeli 7T'TA,- < 0 dla wszystkich j ¢ J, to zadanie prymalne (P) jest
sprzeczne, STOP.
Krok 5 Wyznacza ©4

o :min{w 7 TA > o,jng}.

i nowe rozwigzanie dopuszczalne zadania dualnego (D)
T =7+ OT.

IdZ do Kroku 2.
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Uwagi na temat tresci wyktadu

Tre$C wykitadu w catosci zostata przygotowana na podstawie ksigzki

8 Christos H. Papadimitriou, Kenneth Steiglitz.
Combinatorial optimization: algorithms and complexity.
Dover Publications Inc., 1998.
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