Metody Optymalizacji, wykltad nr 9 Pawel Zielinski

1 Algorytm prymalno-dualny

Rozwazmy zadanie prymalne w postaci standardowej

min ¢’z

(P) Xp = { Az =b (1)

z >0,

gdzie ¢ € R", A € R™" m < n,be R" b>0az c R" wektorem
zmiennych decyzyjnych. Odpowiadajace zadanie jest dualne jest postaci:

max bl max bl
(D) X — A< & X — ATr <e (2)
P73 reRrm b= rerm,

gdzie wektor m € R™ jest wektorem m zmiennych decyzyjnych dualnych
nieograniczonych co do znaku.

Przypomnijmy twierdzenie o réznicach dopelniajacych, ktoére jest pod-
stawa algorytmu prymalno-dualnego:

Twierdzenie 1 (o roznicach dopelniajacych). Dwa rozwigzania dopuszczal-
nex € Xp i ™ € Xp, odpowiednio, zadania prymalnego i dualnego sqg opty-
malne wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetnione sq¢ nastepujgce warunki:

(Vi € [m])(mi(a] z — b;) = 0), (3)
(Vj € [n))((¢j — " Aj)a; = 0), (4)

gdzie aZT i A; sq, odpowiednio, i-tym wierszem, j-tqg kolumng macierzy A.

Zauwazmy, ze warunki (3) sa zawsze spelnione dla rozwiazania prymal-
nego € Xp zadania (1). Wynika to z faktu, ze zadanie (1) jest w postaci
standardowej. Zatem trzeba sie skupi¢ tylko na warunkach (4) .

Zalézmy teraz, ze mamy dane rozwigzanie dualne m € Xp zadania dual-
nego (2). Jesli uda nam si¢ znalez¢ rozwiazanie prymalne € Xp zadania (1)
majace sktadowe z; = 0 tam, gdzie ¢; —w T A; > 0, to para (z,m) bedzie spet-
nia¢ warunki (4). Wtedy z twierdzenia 1 dostajemy, ze x i ™ sa optymalne,
odpowiednio, dla zadania prymalnego i dualnego.

Stad idea algorytmu prymalno-dualnego polega na szukaniu rozwigzania
prymalnego z dla danego rozwiazania dualnego m tak aby para (z, ) spel-
niata warunki (4). W tym celu rozwiazujemy zadanie ograniczone prymal-
ne (RP) (restricted primal). Jezeli poszukiwanie x nie powiedzie si¢ (w przy-
padku sukcesu algorytm koriczy dzialanie), wowczas po rozwiazaniu (RP)
otrzymujemy pewna informacje w postaci zadania dualnego do ograniczonego
prymalnego (DRP) (dual restricted primal) i jego rozwiazania optymalne-
go 7. Informacja ta postuzy nam do poprawy biezacego rozwiazania dualne-
go m. Po skoriczonej liczbie krokow algorytm koriczy dziatanie. Ilustracja idei
algorytmu przedstawiona jest na rysunku 1.
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Rysunek 1: Idea algorytmu prymalno-dualnego.

Przedstawimy szczegoltowo kolejne etapy algorytmu prymalno-dualnego.
Mozemy zalozy¢, ze wspotczynniki funkceji celu e zadania prymalnego (P)
sa nieujemne. Wéwcezas T = 0 jest poczatkowym rozwiazaniem dopuszczal-
nym zadania dualnego (D) - ograniczenia 77 A < ¢’ sa speione. Jezeli
¢ # 0, wowczas poczatkowe rozwiazanie dopuszczalne zadania dualnego (D)
wyznaczamy w nastepujacy sposob. Do zadania prymalnego (P) dodajemy
ograniczenie

1+ T2+ +Tn + Tpt1 = bmga

ze wspotczynnikiem funkcji celu ¢,41 = 0 przy z,+1. Prawa strona b,,11
jest duza liczba wieksza niz suma wartosci sktadowych x; + z2 + -+ + x5,
dowolnego rozwiazania dopuszczalnego zadania prymalnego (P). Oczywiscie
dodanie dodatkowego ograniczenia nie wplywa na rozwiazanie optymalne
zadania (P). Zadanie dualne do zmodyfikowanego zadania prymalnego (P)
jest postaci:

max 7TTb + bm+1 Tm+1
nTA; + Tm+1 S Cj Jj € [n]
Tmt+1 <0 (poniewaz c,y1 =0).

Latwo sprawdzié, ze teraz rozwigzaniem poczatkowym powyzszego zadania
dualnego jest m; =0 dla j € [n] i 41 = min{c; : j € [n]}.

Zaltozmy teraz, ze mamy rozwiazanie dopuszczalne w zadania dualne-
go (D). Bedziemy teraz starali sie znalezé rozwiazanie prymalne & zada-
nia (P) majace sktadowe z; = 0 tam, gdzie ¢; — w7 A; > 0, czyli dazyli do
spelnienia warunkow (4). Rozwiazanie 7 spetnia:

7l’TAj < ¢y, ] S [n]

Wyznaczmy zbiér indekséw, dla ktorych powyzsze ograniczenia zaszty w po-
staci rownosci, tj.

J = {j : 7TTAj = Cj,j S [TL]}

Szukamy teraz wspomnianego . W tym celu modyfikujemy zadanie prymal-
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ne (P). Otrzymujemy nastepujacy problem spekienia ograniczen:

Zaijxj = bi 1€ [m]
J€J
w5 >0 jeJ (5)
Ty = 0 j ¢ J.
Oczywiscie jedli istnieje rozwiazanie  speliajace uktad ograniczen (5), wow-
czas z jest optymalne dla zadania (P). Rozwiazanie takie moze nie istniec.
Aby sprawdzi¢, czy uktad (5) jest sprzeczny lub nie, rozwiazujemy naste-
pujace zadanie optymalizacyjne zwane ograniczonym prymalnym (RP) (re-
stricted primal), podobnie jak w pierwszej fazie metody dwoch faz.

min Z xf‘

i€[m]
Z Qi;T;  + .’Ef‘ =b, 1€ [m]
(RP) jeJ (6)
T >0 jed
zd >0 ie[m],

gdzie :Bf‘, i € [m], sa zmiennymi sztucznymi. Jezeli po rozwiazaniu zadania
(np. za pomoca algorytmu sympleks) optymalna wartosé¢ funkcji celu, oznacz-
my ja przez Eop, jest rowna zero, o = 0, wowczas uktad ograniczen (5) ma
rozwiazanie dopuszczalne i & jest optymalne dla (P). W przeciwnym przy-
padku, &+ > 0, uklad ograniczenn (5) jest sprzeczny. W tym przypadku
bedziemy musieli skonstruowaé¢ nowe rozwigzanie dualne m*. Rozpatrujemy
problem dualny do (RP), dualny do ograniczonego prymalnego (dual restric-
ted primal) (DRP),

max mw'b
7rTAj <0 jed
m <1 7 € [m]
T €R™

(DRP) (7)

Rozwiazanie optymalne T zadania (DRP) mozna otrzymaé bez jego rozwia-
zywania korzystajac z informacji po rozwiazaniu zadania (RP) (zob. wykta-
dy nr 61 8).

Mozemy teraz sprobowaé¢ poprawié stare rozwiazanie dualne m zada-
nia (D). Mianowicie nowe rozwiazanie dualne 7* bedzie postaci

=1+ OT.

Dobierzemy © € R, tak aby nowe rozwigzanie dualne * byto dopuszczal-
ne i wartos¢ funkeji celu zadania (D) byla wieksza od poprzedniej dla .
Przyjrzyjmy sie nowej wartosci funkcji celu

(@) =7Tb+ 07 b =7"b+ O &
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Rownos¢ opr = 7'b > 0 wynika z silnego twierdzenia o dualnosci, kto-
re dotyczy tutaj zadan (RP) i (DRP). Zatem aby zwiekszy¢ funkcje celu
zadania (D), (7*)Tb > n7b, © musi by¢ dodatnia, © > 0. Musimy teraz do-
bra¢ ©, aby m* byto dopuszczalnym rozwiazaniem zadania (D), czyli spetniaé
nastepujace nieréwnosci:

(m*)TA; =nTA; + 07 A; < ¢j, j€[n].

Zauwazmy, ze kiedy 7 A; < 0 dla wszystkich j € [n], to m* jest zawsze
dopuszczalne. Jednak jezeli L A; < 0 dla wszystkich j € [n], to wartosé
O mozemy zwieksza¢ do +o0o. Zatem wartosé¢ funkcji celu zadania (D) jest
nieograniczona. Stad zadanie prymalne (P) jest sprzeczne. Dostajemy, wiec,
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Jezeli w zadaniu (RP) Epe > 0 i 7! A; < 0 dla wszystkich
j & J, wtedy zadanie prymalne (P) jest sprzeczne.

Zauwazmy, ze W powyzszym twierdzeniu sprawdzamy tylko nieréwnosci
7lA; < 0dlaj ¢ J, poniewaz dla j € J nieréwnosci 71 A; < 0 sa za-
wsze spetnione, co wynika z faktu, ze T jest rozwiazaniem dopuszczalnym
zadania (DRP).

Zatem musimy sie skupié¢ na zapewnieniu dopuszczalnosci m*, kiedy
fTAj > 0 dla pewnych 5 & J.
W tym przypadku kryterium dopuszczalno$ci ma postaé:
(n*)TA;j =nTA; +O7TTA; <cj,jg JiT A; > 0.
Prowadzi nas to do twierdzenia.

Twierdzenie 3. Jezeli w zadaniuv (RP) &ope > 0 @ istnieje j & J takie,
ze TrTAj > 0. Wowczas najwickszq wartosé © zachowujgeq dopuszczalnosé
T (=T + OT wyznaczamy nastepujgco:

T
e —wt A
©; = min{ +—-4
T

A, :7rTAj>O,j§ZJ}.

Nowa warto$é funkcji celu:
() 'b=7"b+ 0,7 b>n"b.

Mozemy teraz podaé szkic algorytmu prymalno-dualnego.
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Szkic algorytmu prymalno-dualnego

Krok 1 Znajdz poczatkowe rozwiazanie dopuszczalne m zadania dualne-
go (D).

Krok 2 Wyznacz zbiér indeksow
J={j :nTA; =cj,j€n]}

Krok 3 Rozwiaz zadanie (RP).

Jesli &, = 0, wowczas rozwiazanie x zadania (RP) jest optymalnym
rozwiazaniem zadania prymalnego (P), STOP.

Krok 4 Jezeli® A; < 0 dla wszystkich j ¢ J, to zadanie prymalne (P) jest
sprzeczne, STOP.

Krok 5 Wyznacza ©;

7T A

. Cj — o .
@1:1'11111{]7[.1114.7"] 7rTA]>07]¢J}

i nowe rozwiazanie dopuszczalne zadania dualnego (D)
T:=T+0OT.
IdZ do Kroku 2.

Uwagi na temat tresci wykladu

Czes¢ wykladu zostata przygotowana na podstawie ksiazki [1].
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