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Metody Optymalizacji, wyktady nr 2 i 3 Pawel Zielinski

1 Problem programowania liniowego

Egzemplarz problemu programowani liniowego w najbardziej ogélnej po-
staci mozna zdefiniowaé nastepujaco:

Postaé ogodlna

min ¢’z = Z CiT; (1)
J€ln]

przy warunkach Z a;jr; = b; i€ M= (2)
jeln]

> agz; < b i€ Mg (3)
J€ln]

Z QaijT; > b 1 € M> (4)
J€ln]

Tj 2 0 JE€ N> (5)

Z;j <0 j S Ng (6)

z; €R j € Nr (7)

gdzie danymi sa: m = |M—|+ |M<|+ |Mx|, n = |N>|+|N<| + | Ngr|, macierz
ograniczen A = (a;;) € R™*", wektor prawych stron b € R™ i wektor wspot-
czynnikow funkcji celu ¢ € R™. Wektor £ € R™ jest wektorem zmiennych
decyzyjnych.

Postaé¢ kanoniczna

min ¢’z
przy warunkach Ax > b
z>0

Postaé standardowa

min ¢! z

przy warunkach Az = b
x>0

Roéwnowaznos$é postaci

Okazuje sie, ze powyzsze postacie sg sobie rownowazne w takim sensie, ze
za pomocg prostych transformacji mozemy przeksztalcié egzemplarz jednej
postaci do egzemplarza drugiej postaci i te dwa egzemplarze majg te same
rozwiazanie. Mianowicie

Przejscie z postaci ogdlnej do kanonicznej:
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1. ograniczenia (3) mnozymy obustronnie przez —1,

2. zmienne decyzyjne z; < 0 zast¢pujemy nastepujgco x; = —x;, gdzie

7 2 0, 1 ograniczenia (6) mnozymy obustronnie przez —1,

X

3. zmienne decyzyjne z; € R zast¢pujemy réznica dwoch nieujemnych

zmiennych decyzyjnych, tzn. x; = .CE;_ — x5, gdzie a;j >0iz; >0.

Przejscie z postaci ogdlnej do standardowej:

1. zmienne decyzyjne z; < 0 zastepujemy nastepujaco x; = —;, gdzie

Ty

> 0, i ograniczenia (6) mnozymy obustronnie przez —1,

2. zmienne decyzyjne x; € R zast¢pujemy réznicg dwoch nieujemnych

zmiennych decyzyjnych, tzn. x; = x;r —x; , gdzie x;“ >0ixz; >0,

3. ograniczenie (3) sprowadzamy do ograniczenia réwnosciowego przez
wprowadzenie nieujemnej zmiennej dodatkowej (niedoboru), tj.

Z Q%5 + S; = b, s; =20,
j€ln]

4. ograniczenie (4) sprowadzamy do ograniczenia réwnosciowego przez
wprowadzenie nieujemnej zmiennej dodatkowej (nadmiaru), tj.

Z A;jT5 — S; = bi, S; = 0.
Jj€[n]

Ponadto, jesli maksymalizujemy funkcje celu, w ktorejs postaci, woéwczas

wystarczy pomnozy¢ przez —1 jej wspoétczynniki i minimalizowaé¢ zmodyfi-

kowana funkcje celu, tzn. maxe’ z jest réwnowazne min —c’ x.

2 Teoretyczne podstawy algorytmu sympleks
O tego momentu bedziemy rozpatrywali zagadnienie programowania li-
niowego w postaci standardowe (z min):

min elz
Az =b
X_{a:>0

gdzie A e R™*" (m <n),beR™ (b >0),cecR"

Zalozenie 1. rank(A) = m.
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Ograniczenia Ax = b mozemy zapisac:

dz—b o B P lfgf,] —b

gdzie B € R™*™ i rank(B) = m (z zalozenia 1), P € R™*(n=m) zB ¢ Rm j
P n—m
z© eR .

Definicja 1. Rozwigzanie x = [xB 2P|T, takie, 7e 2B = B~'b i 2P = 0,
nazywamy rozwigzaniem bazowym uktadu Az = b a podmacierz B bazqg.

Jesli dodatkowo ® > 0, to mowimy, ze x jest rozwigzaniem bazowym
dopuszczalnym.

Zalozenie 2. X # ().

Definicja 2. Niech U C R"™ bedzie zbiorem wypuktym. Punkt x € U nazywa-
my wierzchotkiem zbioru wypuktego U, jesl nie istniejg dwa punkty u,v € U
rézne od x i X € (0,1), ze x jest ich Scistq wypuktq kombinacjq, tj.

z=M+(1- .

Twierdzenie 1. Rozwigzanie x € X jest wierzchotkiem zbioru X wtedy 1
tylko wtedy x jest rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym uktadu Az = b.

Dowdd. (=) Niech & € X bedzie wierzchotkiem zbioru X. Jesli z = 0, wow-
czas z zatozenia 1 natychmiast dostajemy, ze & jest rozwiazaniem bazowym
dopuszczalnym uktadu Az = b.

Zaloézmy, ze w x istnieje co najmniej jedna sktadowa dodatnia oraz x
nie jest rozwiazaniem bazowym (dowod nie wprost). Zatem jego sktadowe
mozna podzieli¢ na [%,2P]7, gdzie 2 > 0i2P = 0.

Ograniczenia Ax = b mozemy zapisac:

do—b o G P l""i _b (8)

T

Poniewaz & nie jest rozwigzaniem bazowym, macierz G ma liniowo zalezne
kolumny. Stad istnieje wektor w # 0 taki, ze Gw = 0. Ograniczenia (8)
mozemy zapisac:

Gz® +Gw=b < G@C + aw) =b dla a #0.

7 faktu, ze & > 0 wynika, ze mozemy tak dobra¢ o # 0, aby ¢ + aw > 0.
Stad otrzymujemy dwa wektory:

Wiy = a<

0 |0

G

0+a

u =
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takie, ze u,v € X, u # v. Ponadto latwo zauwazy¢, ze
r=—-u-+ -v.
2 2

Stad A = 1/2. Co przeczy, ze x jest wierzchotkiem zbioru X.
(<) Zalozmy, ze & nie jest wierzchotkiem zbioru X (dowod nie wprost).
Stad istnieja w,v € X rézne od z i A € (0, 1) takie, ze
x=M+(1- .
Rozwigzanie = [2B, 2P| jest rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym ukta-
du Az =b, tj. 2B = B~'b, 2P =0 i BxB = b. Zapiszmy

uB| | vB
o[-
Poniewaz £ = Mt + (1 — A\)v. Zatem 2P = Muf + (1 — AMwP. Z faktu, ze
A € (0,1) wynika, ze uf =P = 0. Wiec

Az = b, Au=b,Av =b < BzP =b, Buf = b, Bv® =b.
Wiemy, ze rank(B) =m
zB = B7'b,u® = B 'b,v% = B~ 'b.

Zatem B = uB = vB. Stad i ¥ = uP = v = 0 dostajemy z =u = v -

sprzecznose. ]

Fakt 1. Maksymalna liczba rozwigzan bazowych uktadu Az = b, A € R™*"™
(m < n, rank(A) = m) wynosi ().

Fakt 2. Liczba rozwigzan bazowych dopuszczalnych (wierzchotkow) nie moze
przekroczyé ().

Przyklad 1.
X1+ %xz < 30 T + %wg + x3 =30
X =1 2z +4zs <80 X ={ 2y +4ay +z4 =80
$1,$2>0 xlax27x37x4>0

ng




Eﬂ?ggéjz:kie ‘ % U_ni_a Europejska
Wiedza Edukacia Rozwé] Politechnika Wroctawska Europejski Fundusz Spoteczny

»Z4PR PWr — Zintegrowany Program Rozwoju Politechniki Wroctawskiej"

Metody Optymalizacji, wyktady nr 2 i 3 Pawel Zielinski
z» = [0, 20, 15, 0 |
z® = (24, 8, 0, 0 ]
z® = [30, 0, o0, 20 |
z® = [0, 0, 30, 80 |
z® — [40, 0, -10, 0 |
z® = [0, 40, 0, -80 |

Fakt 3. Istnieje odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne takie, ze kazdemu
wierzchotkowi w zbiorze X odpowiada wierzchotek w zbiorze X'.

Twierdzenie 2. Jezeli zatozenia 1 i 2 sg spetnione, to zbior rozwigzan do-
puszczalnych X ma co najmniej jeden wierzchotek (rozwigzanie bazowe do-
puszczalne).

Dowdd. 7 zalozenia 2 mamy, ze X # (). Wybierzmy z € X. Uporzadkujmy
sktadowe z
x=[r1,...,20,...,0], z; >0 je€[t]

Zatozmy, ze t > 0. W przeciwnym przypadku (¢t = 0) x = 0. Poniewaz
rank(A) = m (zalozenie 1), wowczas x = 0 jest rozwiazaniem bazowym
dopuszczalnym (zdegenerowanym). Kontynuujac (¢ > 0) Az = b jest postaci

Az + -+ Ay = b,

gdzie A; jest j-ta kolumna macierzy A. Niech r = rank([A1, ..., As]). Oczy-
wiscie r < rank(A) oraz r > 0. W przeciwnym przypadku ( = 0) znowu
x = 0 jest rozwiazaniem bazowym dopuszczalnym, poniewaz rank(A) =
Rozpatrzmy dwa przypadki.

Przypadek, r = ¢ < m. Poniewaz rank(A) = m z n—t kolumn wybieramy
m — t kolumn, aby z ¢ kolumnami tworzyty m kolumn liniowo niezaleznych.
Wtedy & = [z1,...,2¢,0,...,0] jest rozwiazaniem bazowym dopuszczalnym.
Ponadto, jesli t < m jest rozwigzaniem zdegenerowanym.

ail - Qi
Przypadek r < t. Stad podmacierz A macierzy A, A = | : S

Qr1 -+ Qpy
jest nieosobliwa. Istnieje, wiec A Stad mozemy wyrazié¢ sktadowe x1, . .., z,
wektora x za pomoca jego sktadowych x,41, ..., z:. Jest oczywiste, ze uktad
Az = b mozna zapisaé¢ (pierwsze r ograniczen):

Az + Az =V,
gdzie T = [z1,..., 2], T = [Xpy1,..., 2, b € R". Wektor postaci:
g—A v -4 Az
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Podstawiajac B8 = A 'Wia=—4 A Skladowe T maja postaé
¢
Tj = ﬁj + Z QT J € [7“}
1=r+1

Konstruujemy nowe rozwiagzanie dopuszczalne &, ktére bedzie mialo o co
najmniej jedna sktadowa zerowa wiecej niz x

xj—0 dla j =7r+1,
Tj = dla j >r+1,

ﬂj + Z§:T+1 Oéijii‘i dla] <r-+ 1,

gdzie 0 > 0, B; = x; — Si_, 1 ijxi. Przyjrzyjmy sie sktadowym #;, j € [r],

t t
;=6 + Z i = B + Z QT — Oy
i=r+1 i=r+1

t t
:,I] — Z OszfE@ + Z OZU.'El — 9ar+1j = (L‘J — Har+1j.
i=r+1 i=r+1
x;—0 dla j =r+1,
;= T; dlaj>nr—+1,
€T —9047«+1j dlaj <r+1.

Wymuszamy & > 0. Stad

Lr41 — 9 > 0, = Lr41 > 0,
XTj — Oér+1j9 > 0, Zj > oz,urlj@.
Wybieramy 61 = min{aijlj oy >0,5 € [r]}, 0 = min{x,11,0:}.
Jezeli 0 = x,y1, to Ty = 0. Jezeli § = 01 = O‘le’ toZp =0, k <

r 4+ 1. Zatem £ € X i ma co najmniej jedng sktadows zerowa wiecej niz .
Powtarzajac to rozumowanie mozemy otrzymac rozwigzanie dla, ktérego r =
t. Wtedy otrzymujemy pierwszy przypadek (r =t). O

Whiosek 1. Jezeli zatozenia 1 i 2 sg spetnione, to zbior rozwigzan dopusz-
czalnych X ma skoriczong liczbe wierzchotkow.

Pytanie Czy zbior rozwiazan dopuszczalnych X jest domkniety i ograni-
czony?

Jedli odpowiedz brzmi "tak", wowczas z twierdzenia Weierstrassa ¢’z
przyjmuje warto$¢ najwicksza oraz najmniejsza w X.

Domknietosé X wynika z postaci ograniczenn Az = b, > 0.
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Zalozenie 3. Funkcja ¢’z jest ograniczona z dotu na zbiorze X (problem
minimalizacji), tj. zbior {c'x : x € X} jest z dotu ograniczony.

Lemat 1. Niech = (x1,...,x,) bedzie rozwigzaniem bazowym dopuszczal-

nym uktadu (Ax =b, A € Z™*", b e Z™). Wtedy
2| < mla™ 13,
gdzie o = max; j{|a;;|} i f = max;{|b;|}.

Dowdd. Oszacowanie jest oczywiste, jesli x; nie jest zmienng bazowa - wte-
dy x; = 0.
Zalézmy, ze x; jest zmienng bazowa. Wtedy

x; = wiersz;(B™1)b  jest suma m iloczynow.

Kazdy element macierzy B~! jest ilorazem +det(B;;), B;j € Zm=1x(m=1)
i det(B). Poniewaz B € Z™*™ |det(B)| > 1. Wiadomo

det(Bij) = Z (_I)IHV(J)ala(l)GZJ(Q) © Om—1o(m—1)> dla i =m,j=m,
0ESm—_1
gdzie Sy,—1 jest zbiorem wszystkich permutacji zbioru {1,...,m—1} aInv(o)
oznacza liczbe inwersji danej permutacji 0. Wida¢, ze det(B;;) jest suma
(m — 1)! iloczynéw m — 1 skladnikéow. Zatem |det(B;;)| < (m — 1)la™ L.
Stad i z faktu, ze x; = wiersz;(B~1)b, ktory jest suma m iloczynéw, mamy
ograniczenie m!a™ 1. O

Twierdzenie 3. Jezeli zatozenia 1 2 1 3 sq spetnione, to problemy:

min ¢’z min ¢’z

przy warunkach Az = b przy warunkach Az = b
x>0 x>0
x; <M J € [n]

sq réwnowazne, tj. ich optymalne wartosci funkcji celu sq sobie réwne, gdzie
M = (m + 1)!amﬁ,a = max{|aij|7 ’Cj‘}7ﬂ = maX{|bi‘7 |Z’},
2z jest najwickszym dolnym ograniczeniem zbioru {c¢'z : Az =b,x > 0}.

Dowdd. Jest oczywiste, ze {¢'x : Az = b,z > 0} jest domkniety. Zatem
istnicje 2 taki, ze z = ¢’ . Rozwazmy teraz uktad ograniczeri:

el

A

8 8
I

8
Vol
o o
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Uktad nie jest sprzeczny. Wszystkie jego rozwiazania sa optymalne.

Rozwazmy dwa przypadki. Pierwszy przypadek. Macierz uktadu jest rze-
du m+ 1. Wtedy z twierdzenia 2 uktad posiada co najmniej jedno rozwiaza-
nie bazowe dopuszczalne. Jego sktadowe x; spelniajg ograniczenia x; < M,
j € [n] (zob. lemat 1). Ograniczenia nie wplywaja na rozwiazania optymalne
oryginalnego problemu.

Drugi przypadek. Macierz uktadu jest rzedu m. Wtedy ¢! mozna przed-
stawi¢ jako kombinacje liniows wierszy A:

CT = Z %aT 1 CTIL‘ = Z 'Yz'bia Vi € R.
i€[m] i€[m]

Wszystkie rozwiazania Ax = b, x > 0 maja staly koszt Zie[m] ~;b;. Istnieje
rozwigzanie optymalne bazowe dopuszczalne, ktérego sktadowe x; oczywiscie
(zob. lemat 1) spelniaja ograniczenia x; < M, j € [n]. O

Od tego momentu mozemy zatozyé, ze

Zalozenie 4. Zbior X jest ograniczony.

Geometryczna interpretacja problemu programowania liniowego

Przyktlad 2.
—4x7 — bx9 — min
1 4+ 3z < 30
2r1 4+ 4xy < 80
120,20 20
) A
40 |©
\
\
30 N
20 ¢ Optymalne
rozwigzanie z(2
10
0 ‘
10 20 30 40 X1
Przyktlad 3.

—4x7 — 3x9 — min
1+ 3z < 30
2r1 4+ 4xy < 80
120,20 20
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T2 A
40

30

20 ¢
Nieskoriczenie
wiele rozwiazan

10
optymalnych, z* = Ax® 4 (1 — \)z®), X € [0,1]

Przyktad 4.
3x1 + To — min
r + 2 = 20
—r1 + 2.5x9 < 75
I = )
120,72 20

ng

40

30 . .
Rozwiazanie

20 optymalne

10

€

Wtlasno$é problemu liniowego programowania
A A A

40 40 | 40

30 30 30

20

10

10 20 30 40

Rozwiazania optymalne

Twierdzenie 4. Jezeli zatozenia 1, 2 i 4 sq spetnione, to ¢’z przyjmuje
warto$é nagmniejszg w X w co najmniej jednym wierzchotku tego zbioru.
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Jezeli kilka wierzchotkow X reprezentuje rozwigzanie optymalne, to wy-
pukta kombinacja tych wierzchotkow jest takze rozwigzaniem optymalnym.

Zanim udowodnimy twierdzenie 4, podamy (bez dowodu) twierdzenie
pomocnicze.

Twierdzenie 5. Jezeli X C R" jest wieloScianem wypuktym, kazdy punkt
1 0

z € X mozna przestawié jako wypukta kombinacje jego wierzchotkéw -, ... &,
tzn.
Tr = Z )\j(i‘j,
JEl]

gdzie Yicq i =117 >0, j €[]
Inaczej
X = conv(&?!, ..., &5),

conv (&', ... ,:f:g) jest otoczkq wypuklq punktow &', ... &’

Dowdd. (twierdzenie 4) Niech z* € X bedzie rozwiazaniem optymalnym, tj.
c'z* = mingex ¢’ z. Z twierdzenia 5 £* mozemy przedstawic:

2= Y A, N30 el YA =1
i€l i€l

gdzie 7 sa wierzchotkami X. Zatem
VA T, % T ~J T~
minc'z=c'z* =¢ \iz! | = et .
zeX Z J Z J
JE] JE]
Niech ¢'#" = min;cjq¢’'#’. Stad

minc’z =c'z* =Y Ne'd/ >c'3" Y N =3
zeX : :
el Jell

Poniewaz 2" € X, to mingex ¢’ < ¢’ 2". Ostatecznie dostajemy mingex ¢’ =
'z

Niech 1, ...,&" beda takie, ze ¢'#/ = ¢’z*, j € [k]. Wezmy kombinacje
wypukla tych wierzchotkow ' = Zje[k] )\j:i”j .

' =c" [ Y N | =Y Nelad ="z > N =3
j€lk] Jj€lk] JeElk]

10
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Idea algorytmu

Spostrzezenie 1. Aby znaleZé rozwigzanie optymalne zadania programowa-
nia liniowego wystarczy inteligentnie przejrzeé wierzchotki zbioru rozwigzan
dopuszczalnych (lub réwnowaznie rozwigzania bazowe dopuszczalne) i wybraé
wierzchotek, w ktorym wartosé funkcji celu jest optymalna.

€2

Drugi
wierzchote
Optymalne
rozwiazanie
10 20 30 40 T3
Wierzchotek
startowy

Uwagi na temat tresci wykladu

Tres¢ wyktadu w catosci zostata przygotowana na podstawie ksiazek [2, 1].
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