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1 Algorytm sympleks

Na wstepie przypomnijmy idee algorytmu sympleks. Mianowicie, idea al-
gorytmu polega na inteligentnym przejrzeniu wierzchotkéw zbioru rozwigzan
dopuszczalnych 1 wybraniu wierzchotka, w ktorym wartosé funkeji celu jest
optymalna. Wiemy réwniez, ze kazdy wierzchotek zbioru rozwiazan dopusz-
czalnych odpowiada dopuszczalnemu rozwigzaniu bazowemu. Zatem od tej
pory bedziemy skupiali sie na dopuszczalnym rozwiazaniu bazowym (zamiast
na wierzchotku). Przejscie od jednego wierzchotka do drugiego sasiedniego
wierzchotka lub réwnowaznie przejscie od jednego rozwiazania bazowego do
drugiego sasiedniego bedzie polegato na wymianie jednej zmiennej (kolumny)
bazowej. Wykonujac takie przejicie dbamy caly czas, aby zachowaé¢ dopusz-
czalnosé rozwigzania. Algorytm konczy dziatanie jesli aktualne rozwigzanie
bazowe dopuszczalne jest optymalne.

Rozwazmy model programowania w postaci standardowej oraz rozwiaza-
nie bazowe dopuszczalne

min ¢’z

Az =b 1
X:{x>0 W

Zalozmy, 7e  jest rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym, 27 = [zB 2P }T

(B >0, 2P =0). Stad
Ax =b & [ 1

BzB=b 2B=B bizP >0,

B € R™™ i rank(B) = m, P € R™<(n—m) B ¢ Rm j gP ¢ R—™,
Przyjmijmy, ze B = [By,...,B] 1 P = [Pp41,...,Py), gdzie B; € R™,
i =1,....m, P, € R" k = m+41,...,n, sa, odpowiednio, kolumnami
macierzy B i P.

Przejscie od rozwiazania bazowego dopuszczalnego x € X (bazy dopusz-
czalnej B) do sasiedniego rozwiazania bazowego dopuszczalnego T € X (bazy
dopuszczalnej B), tzn.

el = [2B,.. 2B . 2B 0T —zT [az?,...,mg_l,xg_i_l,..., ,zP 07
B = [Bl,...,Bi*,...,Bm]—>B:[Bl,...,Bi*_l,Bi*+1,...,Bm,Pk].

Widzimy, ze zmienna bazowa x;+ (kolumna bazowa B;«) wychodzi z bazy a
zmienna niebazowa zj (kolumna niebazowa P}) wchodzi do nowej bazy. Roz-
wigzanie Z jest sasiednim rozwiazaniem bazowym dopuszczalnym (sasiednim
wierzchotkiem) a B jest sasiednia baza. Wspomniane przejscie polega na wy-
mianie jednej zmiennej (kolumny). Ponizej sformutujemy kryteria wyjscia, tj.
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jak wyznaczy¢ zmienna (kolumne), ktora wychodzi z bazy, indeks i*, oraz
kryterium wejscia, tj. jak wyznaczy¢ zmienng (kolumne), ktora wchodzi do
bazy, indeks k - oczywiscie wszystko przy zachowaniu dopuszczalnosci kon-
struowanego sasiedniego rozwigzania bazowego.

Kryterium wyjscia

Zalozmy, ze zmienna xy, (kolumna Py), , = 0, k = m~+1,...,n, wchodzi
do ZB (wchodzi do B). Kryterium wejscia podamy pozniej. Wybierzemy teraz
indeks zmiennej (kolumny), ktora przestanie by¢ zmienng bazowa (kolumna
bazowsa). Zatem

BzB — P06, + PO, =,
B(z® - B7'P,,0,) + P;,©, = b,
B(zB —y*0,) + P10, = b,
BzB(0}) + P16, = b,

gdzie y* = B~'P;, € R™, y* jest przedstawieniem kolumny niebazowej P}
w aktualnej bazie B.

2B — y+0,]
0

0

O
0

/&?\\
@

N
Il

L 0 -

Wymuszamy dopuszczalnosé sasiedniego rozwiazania * € X. Mianowicie

B —yk0, >0 [2P—yfOr>0 1<i<m
O >0 Or >0
Musimy rozpatrzy¢ dwa przypadki:

1. jesli yF <0, to 2B — yF0;, > 0 dla 6} € [0, +00),

odls ok B _ .k il
2. jesli y >0, to x —y:O > 0 dla O € [0, yk]'

7

Spostrzezenie 1. Skonstruowane rozwigzanie T(Oy) jest rozwigzaniem do-
puszezalnym () € X (niekoniecznie bazowym), wtedy i tylko wtedy, gdy
0 < Ok < O, gdzie

400 jes’lidlaizl,...,myfgo,

@k = . B k . .
minq % 1y >0,1<i<m w przeciwnym przypadku.
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Dochodzimy do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1 (Kryterium wyjscia). Niech & bedzie rozwigzaniem bazowym

dopuszczalnym, x7 = (B, 2P)T @B >0, 2P =0). Jezeli w wektorze (y*)T =
[, ..., y= 1T praynajmniej jedna sktadowa jest dodatnia i
B B
_ s . T .
@k—yz—mln{lk:yf>0,1<z<m}, (2)
i* %

to T(Oy,) jest sqsiednim rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym.

B
Zalozmy, ze minimum w (2) zostalo osiggniete dla —&, czyli kolumna

i
B;+ (zmienna sz*) wychodzi z bazy. Posta¢ nowego sasiedniego rozwigzania

dopuszczalnego jest nastepujaca:

B Tix  k r B 7
Ty — B _ Tk
s T = et
. Z*
B
B Tix , k B
T — i B Tix o k
1*—1 y% Yix—1 Ty — y}i Yk 1
X; *
xB — Tiryk 0
i yk Ji
= _ =D —(.B / k B _xb k '%.g—l—l_:%*yzk*—kl
F=2(0)) =l /yk) = | P~ vk | =
K3
B
B _ Tk
B _ T,k Ty — i
Sy m = yk Ym
0 0
xiB; XL*
Y Vi
1
0 i 0 |

Nowa sasiednia baza B = [By,...,By_1,Bii1,. .., Bny, Pyl.

Jezeli zadna sktadowa wektora y* nie jest dodatnia (zob. twierdzenie 1),
wowcezas zbidr rozwigzan dopuszezalnych X jest nieograniczony - algorytm
sympleks konczy dzialanie. Zatem przy konstrukcji sasiedniego rozwiazania
bazowego dopuszczalnego algorytm jest wstanie stwierdzié, czy wartosé funk-
cji celu jest ograniczona z dotu na zbiorze rozwigzan dopuszczalnych.

Kryterium wejscia

Przesledzmy jak zmienia sie wartosé celu ¢ @ przy przejsciu od rozwia-
zania € € X do T = Z(0}) € X. Wartos¢ funkeji celu (stara) dla rozwiazania
z € X (starego) jest nastepujaca:
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gdzie 2 =01 ()T = [c1,. .., cm]. Wartosé funkcji celu (nowa) dla rozwia-
zania T(0O}) € X (nowego) wyraza sie nastepujaco:
TZ2(0) = (cP)T (2P — O1y*) + kO = (cB)"2® — ©1(cB)Ty" + .0y,
= (c®)"2P + O (cr — (P)"y") = (P) 2P + Ok(cx — =),
gdzie 2 = (¢B)Ty*. Wyrazenie O(cp — 2z1) jest poprawkad stareJ wartosci
funkcji celu (¢B)Tz B, Stad, jesli cx — 2z <0, to ¢’z = (cB) a8 > TT(6y),

co prowadzi do poprawy wartosci funkeji celu dla nowego rozwiazania Z(Oy).
Otrzymujemy wiec nastepujace spostrzezenie.

Spostrzezenie 2. Jezeli istnieje kolumna niebazowa Py, k=m+1,...,n,
dla ktorej ¢, — 2z, < 0, to aktualne rozwigzanie bazowe dopuszczalne £ € X
jest nieoptymalne.

Kryterium wejscia (zachtanne) Indeks zmiennej (kolumny) k, k = m+
1,...,n, wchodzacej do bazy moze byé¢ wyznaczony w sposéb zachtanny, t;j.

ck—2zr =min{c; —z; : ¢j —2; <0O,m+1<j<n} (3)

Kryterium zachlanne (3) jest jednym z kryteriow wejscia. Wada tego kry-
terium jest koszt obliczeniowy. Mozemy réwniez wybraé¢ pierwsza kolumne
niebazowa j, dla ktorej c; — z; < 0.

Kryterium optymalnosci

Sformutujmy spostrzezenie 2 w postaci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2 (Kryterium optymalnosci) Niech x € X bedzie rozwigza-

niem bazowym dopuszczalnym, x* = [xB, zP)" @B >0, 2P =0). Jezeli dia
wszystkich kolumn Py, (zmiennych) mebazowych, k=m+1,...,n, zachodzg
nierownosci:

e —2z2, 20, k=m+1,...,n,

to T jest rozwigzaniem optymalnym problemu liniowego programowania (1).
Dla kolumn bazowych B; zachodzg rownosci: ¢; —z; = 0,1 =1,...,m
Zatem kryterium wejScia mozna zapisaé w formie wektorowe;:

c—22>0, ¢,zc R".

Dowdd. Niech y € X bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym, niekoniecznie,
bazowym, tj.

Ay =>

y>0
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Macierz A mozemy zapisa¢ jako wektor kolumn, tj. A = [A;,..., A,]. Spel-
niony jest warunek optymalnosci ¢ — 2z > 0. Poniewaz y > 0, wiec

cy—z2ly>o.
Stad
c'y>zy=[(c®)"B'A1,....(cP)' B A,ly = (
= (P)YTB Ay = (cB)TB’lb = (cP)T2B =Tz

Pokazalismy, ze dla dowolnego y € X jest spetniona nieréwnosé¢ ¢’y > ¢’ z.
Zatem z jest optymalnym rozwigzaniem. O

Przedstawienie kolumn niebazowych w nowej bazie

Niech B = [By,...,By_1,B;«,Bj,1,...,Bp,] bedzie stara baza a B =
[Bi,...,Bi*_1,Bi*41,..., By, Pi| bedzie nowa baza. Kolumna B;« wycho-
dzi z bazy natomiast kolumna P} wchodzi do bazy. Przedstawmy kolumne
niebazows Pj w starej bazie B

yiBi+ -+t Bio1 + yRBis +yi B+ ynBm =P (4)
Przedstawmy kolumne niebazowg P; w starej bazie

yiBi+ - +yl By + ylBi +yl B+t yhBn =P; (5)

j
Mnozac (4) przez zg, odejmujemy od (5) i otrzymujemy przedstawienie P;

nowej bazie

oyl : yl. yi.
(A = ) Brt+ -+ (g — yZ Yk _)Bi_1 + (v — ykyl )B;- +
¥ * i
j
; yl. Y Ui
(Yiy — yz e )Biei1 + -+ (yh, — Zy’“ )B,, + “"P;, = P;

A z* *

Wspotrzedne 37 kolumny P; w nowej bazie B wyznaczamy ze wzoru

J
Yix dlai=k

;&

Y=

<
~

PR ‘ i=1,...,m.
Yi — Y dlai # k

Algorytm Sympleks
Jestedmy teraz gotowi podacé szkic algorytmu sympleks.
krok 1. Wybierz baze poczatkowa B (bazowe rozwiazanie dopuszczalne ' =
B, 2P)" 2B >0, 2P =0, 2B = B~ 'b).
Wyznacz wspoltrzedne 37 kolumn P; j=1,...,n, wbazie B.
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krok 2. Sprawdz kryterium optymalnosci (twierdzenie 2) Jezeli z jest
optymalne, to STOP.

krok 3. Ustal kolumne P}, (zmienng zj ) wchodzaca do bazy, kryterium
wejscia (zob. np. (3)).

krok 4. Wybierz kolumne B;» (zmienna x;+ ) wychodzaca, kryterium wyj-
cia (twierdzenie 1). Jezeli dla wszystkich i = 1,...,m, y¥ < 0, to
STOP (nie ma rozwiazania optymalnego skoriczonego).

krok 5. Skonstruuj sasiednie rozwiazanie bazowe . Wyznacz wspotrzedne
¥ kolumn Pj, j=1,...,n, w nowej bazie B.
Podstaw x « Z, y/ < 3/, B «— B. Przejdz do kroku 2.

Wyjadnienia wymaga krok 1 algorytmu sympleks. W kroku tym wybiera-
my poczatkowe rozwigzanie bazowe dopuszczalne. W dalszej czesci wyktadu
przedstawimy metode konstrukeji takiego rozwiazania - jesli zbior rozwigzan
dopuszczalnych jest niepusty. W przypadku, gdy zbiér rozwiazan jest pusty
algorytm zasygnalizuje ten fakt i zakonczy dziatanie.

Ponizszy przyktad obrazuje dzialanie algorytmu sympleks

Przyklad

Rozwazmy zadanie programowania liniowego i nastepnie przeksztalémy
je do postaci standardowej przez dodanie zmiennych uzupetniajacych s i sa.

—4x1 — drg — min  —4x1 — dxo + 0s1 + 0s9 — min
1+ 29 <40 1+ 229 + 51 =40
4x1 + 320 < 120 4x1 + 3o +so =120
x1,22 20 x1,T2,81,82 2 0

Ponizej mamy przyktad tablicy sympleksowej odpowiadajacej zadaniu
programowania liniowego w postaci standardowej. Pierwsze rozwiazanie ba-
zowe dopuszczalne jest postaci 1 = 0, x0 = 0, s31 = 40 i so = 120 dla bazy
poczatkowej B = I (kolumny trzecia i czwarta sa kolumnami bazowymi). W
tablicy sympleksowej zawarte sa nastepujace informacje:

e pierwszy wiersz c; - zawiera wspotczynniki funkcji celu, czyli -4,-5,0,0,

e pierwsza kolumna - zawiera wspotezynniki funkeji celu odpowiadajace
zmiennym bazowym B, czyli 0,0,

e druga kolumna - zawiera aktualne zmienne bazowe, czyli s; i s9,

e trzecia kolumna - zawiera wartosci zmiennych bazowych, czyli 40 i 120,
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e czwarta, piata, szosta i sibdma kolumna - zawiera przedstawienia ko-
lumn macierzy zadania programowania liniowego w aktualnej bazie B,
tzn. y/, j=1,...,n, gdzie y/ = B_lAj, w naszym przypadku B = IL.
Zatem gy’ =A;dlaj=1,...,4,

e szosty wiersz z; - zawiera wielkodci potrzebne do obliczenia wskaznikéw
optymalnosci rozwigzania z; = (cB Vlyd,

e siodmy wiersz - zawiera zawiera wskaZzniki optymalnosci ¢; — z;.

Latwo sprawdzié¢, ze w tablicy sympleksowej sa zawarte wszystkie infor-
macje pozwalajace: stwierdzi¢, czy aktualne rozwiazanie bazowe dopuszczal-
ne jest optymalne, skonstruowaé sasiednie rozwigzanie bazowe dopuszczalne
lub stwierdzié¢, ze funkcja celu jest nieograniczona z dotu na zbiorze rozwia-
zan dopuszczalnych.

7 ponizszej tablicy sympleksowej wynika, ze aktualne rozwiazanie bazowe
jest nieoptymalne (istnieja ujemne wskazniki optymalnosci ¢; — z;).

c;j -4 -5 0 0
zmienne wartosci
bazowe  zm. bazowych xz1 x2 $1 SS9
0 s1 40 1 2 1 0
0 s 120 4 3 0 1
Zj 0 0O 0 0 O
Cj — Zj -4 -5 0 0

W wyniku zamiany zmiennych, s; wychodzi z bazy a zs wchodzi do bazy,
otrzymujemy sasiednie rozwigzanie bazowe dopuszczalne oraz tablice sym-
pleksowa zawierajaca wszystkie potrzebne informacje. Ponownie aktualne
rozwigzanie bazowe jest nieoptymalne.

c;j -4 50 0
zmienne wartosci
bazowe  zm. bazowych Ty S1 S9
-5 X 20 1/2 1 1)2 0
0 s9 60 5/2 0 -3/2 1
Zj -100 -5/2 -5 -5/2 0
cj — 2 -3/2 0 5/2 0

W wyniku zamiany zmiennych, s wychodzi z bazy a x; wchodzi do bazy,
otrzymujemy sasiednie rozwiazanie bazowe dopuszczalne oraz tablice sym-
pleksowa zawierajacg wszystkie potrzebne informacje. W tym przypadku
skonstruowane rozwiazanie bazowe jest optymalne, tzn. wszystkie wskazniki
optymalnosci ¢; — z; s nieujemne. Algorytm koiiczy dziatanie. Optymalna
wartos¢ funkcji celu wynosi -136.
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¢y 4 -5 0 0
zmienne wartodci
bazowe  zm. bazowych x; x99 s1 S9
-5 X9 8 0 1 4/5 -1/5
-4 x 24 1 0 -3/5 2/5
Zj -136 -4 -5 -8/5 -3/5
cj — Zj 0 0 8/5 3/5

Wyznaczanie pierwszego rozwigzania bazowego dopuszczalnego -
metoda dwoch faz

Metoda sktada sie z dwoch etapow. Pierwszy (faza I), w ktorym wyzna-
czamy pierwsze rozwiazanie bazowe dopuszczalne £ € X ( X # () lub stwier-
dzamy, ze X = (). W drugim etapie (faza II) wyznaczone rozwiazanie x jest
poczatkowym rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym dla algorytmu sym-
pleks.

Faza I:

Rozwiazujemy za pomoca algorytmu sympleks nastepujace zadanie pro-

gramowania liniowego

Az +1z4 =b (6)

gdzie £4 € R™ jest wektorem sztucznych zmiennych. W tym przypadku baza
poczatkowa jest postaci B =1, [z, 247, 2 = 0,24 = b, b > 0, jest pierwszym
rozwiazaniem bazowym dopuszczalnym problemu (6).

Niech [z, 247 bedzie rozwiazanie optymalnym problemu (6). Rozwazmy
trzy przypadki:

1. Zie[m] :Ef‘ > (. Zatem istnieje co najmniej jedna sztuczna zmienna o
wartosci dodatniej. Stad X = () - przerywamy obliczenia!

2. Eie[m] xf‘ = 0 i zadna ze zmiennych sztucznych :L‘f‘, 1 =1,...,m nie

jest zmienng bazowa. Wéwczas przechodzimy do fazy I1 iz € X jest
pierwszym rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym problemu (1).

3. Zie[m] 3324 = 0 (wszystkie zmienne sztuczne maja wartosé zero), ale ist-
nieje co najmniej jedna sztuczna zmienna, ktora jest zmienng bazowa,
ozhaczmy ja przez :U,ﬂ Oczywiscie :1:;4* = 0. WprowadZzmy oryginal-
na zmienng niebazowa xy (xx = 0), dla ktorej yf* # 0 (niekoniecznie
yf* > 0). Wtedy O = 0. Wartos¢ funkcji celu si¢ nie zmieni. Proces
ten powtarzamy az wszystkie zmienne sztuczne nie beda zmiennymi
bazowymi. Otrzymane rozwiazanie & bedzie rozwiazaniem bazowym
dopuszczalnym, ale zdegenerowanym.
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Powyzszy proces "wypychania” zmiennej sztucznej xﬁ nie powiedzie
sie tylko, jesli y{i = 0 dla wszystkich kolumn odpowiadajacych zmien-
nym niesztucznym. Co $wiadczy o tym, ze rank(A) < m (istnieja prze-
ksztalcenia elementarne zerujace wiersz i* w oryginalnej macierzy A).

W tym przypadku usuwamy i*-ty wiersz z macierzy A i zmienng JJ;A

Faza 1I:

Uruchamiamy algorytm sympleks dla problemu (1) z wyznaczonym w
fazie I rozwigzaniem bazowym dopuszczalnym @ € X (rozwigzanie moze by¢
zdegenerowane).

Degeneracja rozwiazania
Przyczyny degeneracji rozwiazania sa, miedzy innymi, nastepujace:

e Istnienie sktadowych zerowych w wektorze b

x>0

x4 >0

Wowczas czesé sktadowych wektora sztucznych zmiennych 4 jest zero-
wa. Zatem w metodzie dwoch faz (faza I) pierwsze rozwiazanie bazowe
dopuszczalne jest zdegenerowane.

o Wystepowanie sktadowych sztucznych w rozwiazaniu bazowym w me-
todzie dwoch faz (faza IT). Wtedy po wymianie sktadowych sztucznych
z oryginalnymi sktadowymi wektora a, w drugiej fazie pierwsze rozwia-
zanie bazowe dopuszczalne jest zdegenerowane.

e Brak jednoznaczno$ci w kryterium wyjscia z bazy powoduje pojawienie
sie zerowych wartosci w nowym rozwiazaniu bazowym dopuszczalnym
(wiecej niz jedna skladowa si¢ zeruje).

Glownym zagrozeniem wynikajacym z degeneracji rozwigzania bazowego do-
puszczalnego jest mozliwos¢ wpadniecia cykl.

Ponizsze twierdzenie gwarantuje, ze algorytm sympleks skoniczy dziatanie
w skoniczonej liczbie krokow.

Twierdzenie 3. Zatozmy, Ze Py bedzie kolumng wchodzgcg do bazy wybrang
nastepujgco:

k=min{j : ¢ —2; <0,m+1<j<n}
oraz w przypadku pojawienia sie niejednoznacznosci przy zastosowaniu kry-
terium wyjscia, przyjmiemy jako indeks zmiennej usuwanej z bazy indeks i*

bedgcy indeksem o najmniejszej wartosci sposrdod indeksow wyznaczajgceych
B B
L. L. T . T . .
minimalng wartosé ilorazu, y;: = min | o yf >0,1<i<mp. Wowczas

* i

algorytm sympleks skonczy dziatanie w skoniczonej liczbie krokow.
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Uwagi na temat tresci wykladu

Tres¢ wykladu w calosci zostala przygotowana na podstawie ksiazek [1, 2].
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