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Numeryczna reprezentacja liczb
Kazdg liczbe rzeczywistg x # 0 mozna zapisa¢ w postaci
znormalizowaney:

X==+m- ﬁc = i(O.a1,a2, - .)ﬁ . ﬂc,

gdzie ( jest bazg rozwinigcia, np. 5 =2,8,10,16, liczba m e [1/53,1)
nazywana jest mantysg, c jest liczbg catkowitg zwang cechg,
aie{0,1,....,6—1}, a1 #0.
Przyktad

3=10 =2
732.5051 = 0.7325051 - 103 ( 001.11101), = (0.100111101), - 2*
—0.005612 = —0.5612- 102 (0.0010111), = (0.10111), - 22
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Numeryczna reprezentacja liczb...

Punktem wyjscia dla reprezentaciji liczb w arytmetyce numerycznej jest
zapis
x=+m-p°=+(0.ay,ap,...)5 5

Zaktada sie: statg liczbe cyfr mantysy ¢
rd(x) =+m; - 3° = +(0.a1,a,...,a1)s - 3

ustalony zakres cechy ¢, ¢ € [Cmin, Cmax]-
Te arytmetyke nazywamy arytmetykg zmiennopozycyjng lub w skrécie f.
Reprezentacje x w arytmetyce fl oznaczamy przez rd(x) albo X.
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Numeryczna reprezentacja liczb...

Wykonanie jakichkolwiek obliczeh w arytmetyce fl wymaga zastgpienia
liczb rzeczywistych x, pojawiajgcych sie jako dane poczgtkowe oraz jako
wyniki posrednie, mozliwie bliskimi im liczbami rd(x) w arytmetyce f -
liczbami maszynowymi.

Wyr6zniamy dwa sposoby zastgpienia: zaokrgglenie i obciecie

Liczbe rd(x) dla x wyznaczamy nastepujaco:

krok 1: przedstaw x w postaci x = +mg°, me [1/5,1),

krok 2: zaokraglij mantyse m do najblizszej liczby t-cyfrowej (w
przypadku obciecia rozwiniecie mantysy obcinamy po t
cyfrach), otrzymujac rd(m),

krok 3: podstaw rd(x) := £rd(m)3¢ = £m/3°.

Zam
2



Literatura Numeryczna reprezentacja Dziatania arytmetyczne w f/
o 000@000000000000 00000000000

Numeryczna reprezentacja liczb...

Prawidtowe zaokrgglenie m, odpowiednio, dlabaz g =10i 5 =2

_J0a,. .., a jesli arq < 4,
rd(m) o { 0.31,...,at—|—10_t jeé|i5<at+1 <9,

| O.ay,...,a& jesli a;1 =0,
rd(m) -—{ Oa. . a)e+2" jedlian, —1
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Numeryczna reprezentacja liczb...
Zaktada sie, ze zaokraglenie jest domysinym sposobem otrzymania
przyblizenia rd(x) liczby x.
WeZmy dwie sgsiadujgce niezerowe liczby (liczby maszynowe)
=my ﬁc i xT = m+ﬂc

xt = (my +p7N8% x~ =m; 8°

wowczas
|X+ _ Xi‘ _ tﬁc ﬁc t
Oszacujmy wiec btgd wzgledny dla zaokraglenia.
_ + _ oy c—t t
|5|:|rd(X) X|<1|X X|_1 ﬁ <1ﬁ 1/31 l)

x| T2 x| 2|mp 25

Zam
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gdzie x—, x i x* sg sgsiadujgcymi liczbami. Dla obciecia |6 < 37,
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Numeryczna reprezentacja liczb...

rd(x) — x
g — ) = x
|X|
lub inaczej
rd(x) = x(1+96), |6 <e e=053""

Liczbe ¢ nazywamy precyzjg arytmetyki.

Dziatania arytmetyczne w f/
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Numeryczna reprezentacja liczb...
Liczby w arytmetyce fl (liczby maszynowe) tworzg siatke symetryczng
niejednorodng (zob. ponizej).

Zero maszynowe
[~ i

T T TTTTTT T TTTTTT 11 T
-MAX -MIN 0 MIN MAX

Zatozenia, ze m; € [1/3,1) wynika, ze arytmetyce fl mozemy
reprezentowac liczby x spetniajgce zaleznosc¢:

1
5
Jedli |x| > MAX, to méwimy o nadmiarze (moga by¢ przerywane
obliczenia).

Jedli |x| < MIN, to rd(x) = 0 i méwimy o niedomiarze. Btad tej
reprezentacji jest rowny 100%.

MIN = — 3% < |x| < (1 — 371)3% = MAX.
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Numeryczna reprezentacja liczb...

Przyktad

Rozwazmy arytmetyke dwdjkowa (B = 2), w ktorej 1 bit przeznaczono na
zapis znaku s liczby x, 6 bitow przeznaczono na zapis cechy ¢ (wraz z
bitem znaku) i 16 bitdw przeznaczono na zapis mantysy (t = 16),
wéwezas ¢ € [ - 31,32], MIN = 123" ~ 4.66 - 107,

MAX = (1 —2716)232 ~ 4.29. 10°.
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Numeryczna reprezentacja liczb...

Przyktad

Jaka jest reprezentacja liczby 9.13 w arytmetyce fl, § = 2, z mantysg o
dfugosci t = 6? Dla tej arytmetyki e ~ 1.56 - 1072

X =9.13 = (1001.0010...); "™ =**(0.10010010. . .), - 2* &
rd(x) = (0.100101), - 2*. |8] = |rd(x) — x| /|x| =~ 1.32-1072.
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Kilka stéw o standardzie IEEE 754

Liczbe rzeczywistg x # 0, zgodnie ze standard IEEE 754, zapisujemy w
postaci
X=4+m 2°= :|:(1f)2 . 2° = :|:(1.a1,82,...)2 -20,

gdzie m € [1,2), f jest czeScig utamkowag mantysy, (f)2 < 1, cecha jest
liczbg catkowitg, a; € {0,1}.

Niech t — 1 bedzie liczbg bitdw przeznaczong na zapisanie f, a d bedzie
liczbg bitdbw przeznaczong na zapisanie cechy c.

Zakres cechy jest nastepujacy

_2d—1 41 <c< 2d—1‘
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Kilka stow o standardzie IEEE 754
Stosowany jest kod z nadmiarem w zapisie ¢

ckv =C+bias=c+29"—-1Stad 0 < cxv <29 — 1,
Cc = cxn — bias.

znak liczby @

| s |(-;\»N (cecha ¢ w kodzie z nadn)iaren))l Czesé ulamkowa f mantysy |

1 bit d bitéw t — 1 bitéw

Wartos$ci brzegowe cy tj. 0129 — 1 sg zarezerwowane dla wyjgtkowych
przypadkow +0 i +oco. Wiec

1 < ckv < 29 — 2 poniewaz ¢ = ciy — bias = ¢y — (2971 — 1).
Ostatecznie rzeczywisty zakres cechy jest nastepujacy

Con=-29"1"4+2<ec<2" -1 =¢c,.. )
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Zakres, zero maszynowe i precyzja IEEE 754
X =+m-2° gdzie mantysa m € [1,2).

MINgyp = 2~ (D2%in < MIN o = 297 < [rd(x)] < (2 — 27 (F71))20mx — MAX
Niech x~ = m; ,2°i x* = m{ ,2° bedg sasiadujgcymi liczbami
maszynowymi

= (m,+2°2¢ x= =m ,2°
|X+—X | 2— (t— 1)20 oC— (t— 1)

rd(x) —x| _ 1]xt —x7| _ 1201 _ 12-(1
x| T2 x| 2|me2c T2 1

[format  [d [t [MINgs»  [MINgo [ MAX [e=2"T ]

single|8 [24[1.4-10°% [1.2-10°%® [3.4-10%® [596-108
double|11(53(4.9-107324|22.1073% | 1.8.10308 |1.11.10"16

0] =
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Kilka stéw o standardzie IEEE 754

Przyktad
Wyznacz reprezentacje x = 2/3 w formacie single (t—1=23,d = 8).

gz (0.10101010...)2 =~ (1.0101010...11),- 27",

c=—-1,ckw=c+bias=c+127. ckuny = 126 = (01111110)5.
gw [0]01111110|01010101010101010101011].

W jezyku Julia:bitstring (Float32(2/3))
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Kilka stdw o standardzie IEEE 754 - zero,

nieskonczonos¢
W nawiasach podane sg wielkosci w formacie single.

e Zera (ckny =0, f=0):
+0 ([0 | 00000000 | 00000000000000000000000]),
—0 ([1 | 00000000 | 00000000000000000000000]).
—0 lub 40 jest w szczegdblnosci skutkiem niedomiaru
(|X| < 2728.27126 — IV“Nsub)

e Nieskonczonosci (cxny = 255, f = 0):
+oo ([0 11111111 | 00000000000000000000000]),
—oo ([1]11111111 | 00000000000000000000000]).
+oo jesli wystgpit nadmiar, x + co = 400, X - 00 = 400, 00/X = +00
dla x > 0.

Zam
2



Literatura Numeryczna reprezentacja
o 00000000000000e0

Kilka stéw o standardzie IEEE 754 - not a number,
liczby denormalizowane

W nawiasach podane sg wielkosci w formacie single.

e NaN “not a number” (cxkny = 255, f # 0):
([0 11111111 | 10000000000000000000000])
NaN jesli 0/0, co — oo, NaN + x.

e Liczby denormalizowane x € (—MINpor, —MINgup] U [MINgyp, MIN o)
(ckw =0, f # 0):
x =2723.2-126 ([0 | 00000000 | 00000000000000000000001]),
x = —2723.27126 (1 | 00000000 | 00000000000000000000001]).
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Kilka stow o standardzie IEEE 754 - zaoquglenle

Rozwazmy arytmetyke single.

=(1+2%).2°
Sasiednie liczby maszynowe x~ = 1ixt = (1 +272%).29 x ¢ (x—, x%).
IXT — x| =22 |xT — x| =272 |x — x~| = 2724,
X —1.2%:([0 | 01111111 | 00000000000000000000000 |)

x =(1+272%.2°:(0]01111111 | 00000000000000000000000 | 100...]
xt =(1+272%.2%([0]01111111 | 00000000000000000000001 |)

rd(x) =x" =1
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Dziatania arytmetyczne w arytmetyce f/

Zaktada sie, ze argumenty dziatan arytmetycznych sg réwne swoim
reprezentacjom w arytmetyce fl oraz, ze przy obliczaniu wyniku moze
wystgpi¢ niedomiar lub nadmiar.
Niech x = rd(x) i y = rd(y) beda liczbami w arytmetyce fl, wowczas
przez

fl(x*y)(lubprzezx® y )

oznaczamy wynik dziatania x * y, gdzie x € {+,—, /,-}, w arytmetyce fl.
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Dziatania arytmetyczne w arytmetyce f...

Przyktad
Niech dana bedzie arytmetyka 3 = 10, t =5, x = rd(x) = 0.31426 - 103, y = rd(y) =
0.92577 - 10%. Uzywamy akumulatora o podwdjnej dfugosci do posrednich obliczen

X 4y POTOEENeeh 0. 9289126000 - 105 X

fl(x + y) = 0.92891 - 105,

X — y PormEneee _ 0 9226274000 - 105 “X*

fi(x — y) = —0.92263 - 105,

X -y = 0.2909334802 - 108 “2" f(x . y) = 0.29093 - 108,
x/y ~ 0.3394579647 - 102 %" fi(x /y) = 0.33946 - 102,

Bledy wzgledne dziatari wynosza: |0.| ~2.8-107°, |6_| ~2.8-107%, |6.| ~85-1075,
0/ ~6-107°,
Precyzja arytmetykie =5-107°. §
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Dziatania arytmetyczne w arytmetyce f...

Przyktad
Niech x = rd(x) = my3%, y = rd(y) = m,3%, zatozmy dla uproszczenia
x >y > 0. Ich doktadna suma jest rowna

X4y = meB% + myB% = (my + my 3~ (>~%)3% = mgB%.

Zamy
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Z powyzszej rysunku wynika, ze dla x > y, fl(x + y) = x.
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Dziatania arytmetyczne w arytmetyce f...
Zadanie
Arytmetyka fl powinna zapewnic¢ réwnos$c¢
fiixxy)=rd(x*y), dlaxe{+,—,/,-}, i x*xy e [-MAX, MAX].
Jesli spetnione jest zgdanie, to zachodzi réwnos¢
fi(x *y) = (x* y)(1 +6), gdzie || <e, e=0.55""
Przyktad
Obliczmy x(y + z) w arytmetyce fl, dla x = rd(x), y = rd(y), z = rd(z).

fiix(y +2)) = fAxfl(y +2))=[xfA(y +2)](1+ )

[X(y +2)(1 + 02)](1 + 01) 0] <€ i=1,2

X(Y+2)(1 402+ 61 + 5201) = x(y + 2)(1 + 2+ 61)
= x(y +2)(1+d3), 03] < 2. :
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Dziatania arytmetyczne w arytmetyce f...

Przyktad
Dia danych x; >0,i=0,...,n, obliczy¢ S = >, x;
w arytmetyce fl za pomocag algorytmu
So = Xo,
fori:=1tondo
Sii=Si_1+ X
end for

Twierdzenie 1
Jesli || <e i=1,....n[[}_{(1+6;)=1+ E,oraz ne < 2, to

ne

|En| < 1 —-0.5n¢ ~

Ne.
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Dziatania arytmetyczne w arytmetyce f...

Eneratura
f(S) =
f(S) =
()~ S| =

N

fI(.. . AI(A(A(X0 + X1) + X2) + X3) + - - + Xp)
(.. (X0 +x1)(1 +61) +x)(1 +02) + x3)(1 + d3) +
o X0)(1 4 6n) |0il <€, i=1,....n

n n n n
o [J(+6)+x [T+ ) +x (1 +6) +xs [J(1+6) + -+ xa(1 + 6
=1 =1 i=2 i=3

n
postawiaja¢ [ (1 + 6;) = 1 + Ex otrzymujemy
i=k
Xo+X0E1 +Xx1 +X1E1 + X0+ X0Eo + X3 + X3E3 + - -+ + Xy + XnEp
S+ x0E1 + Xx1Ey + xo0Eo + x3E3 + - - - + xnEpy
[XoE1 + X1 E1 + X2oE2 + X3E3 + - - - + XpEp| (zauwaz, ze x; > 0)
(X0—|—X1 +X2+X3+----|—Xn)1r<nkaé<n‘Ek| = S‘E1|),

gdzie |E;| < ne (twierdzenie 1). ®
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Dziatania arytmetyczne w arytmetyce f...
Redukcja cyfr znaczacych

Przyktad

Niech x = 0.3721478693 i y = 0.3720230572 (zauwaz, ze x = y ).
RodzZnica doktadna x — y = 0.0001248121.
Policzymy x — y w arytmetyce fl zt = 5.

rd(x) = 0.37215, rd(y) =0.37202, fl(rd(x)— rd(y)) = 0.00013.
Zauwaz, ze w tym przypadku fl(rd(x) — rd(y)) = rd(x) — rd(y).

|x —y —[rd(x) — rd(y)]| _|0.0001248121 — 0.00013]|

~416-1072
X — y| 10.0001248121]

0] =

Zam
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Dziatania arytmetyczne w arytmetyce f...

Przeanalizujmy zjawisko redukcji cyfr znaczacych. rd(x) = x(1 + dx) i
rd(y) = y(1+dy).
X =y = [rd(x) — rdW)Il _ 0xx = oyy| _ Ix]+ 1y
X =yl X =y X =y

Z powyzszego oszacowania wynika, ze niedoktadnos¢ danych moze
przenie$¢ sie na wynik z wielkim mnoznikiem (| x| + |y|)/|x — y| nawet
gdy samo dziatanie nie wprowadza btedu.
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Dziatania arytmetyczne w arytmetyce f...

Przyktad
Gdy liczymy wartos¢ wyraZzenia v/ x> + 1 — 1 kiedy |x| jest mata. W tym przypadku
nastepuje redukcja cyfr znaczgcych. Przeksztatcamy v/ x2 + 1 — 1 nastepujgco

Y= %X2+1_1)\/x2+1+1: x? .
VXZ4+1+1  Vx2+14+1

Pytanie. lle cyfr znaczacych tracimy przy odejmowaniu x — y, kiedy
X = y?

Twierdzenie 2

Jesli x i y sg dodatnimi liczbami w dwojkowej arytmetyce fl takimi, ze
x>yl 279<1-L<2p,

w

wtedy tracimy co najmniej p i co najwyzej q bitdw przy odejmowaniu
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Dowdd Twierdzenia 1

INLy(14+0)—1<(1+¢)"—1

- (;’)e+ (g)eu (g)€s+...+ ()1

ne(n—1)e n ne(n—1)e(n — 2)e o ne(n—1)e---1e

T 3l i
e (1 +(n—1)6+(n—1)€(n—2)6+“.+ (n—1)e---1e)
21 3! n!
—E<1
9= 73

ne1+q+q¢*+---+q" ") =ne

Zamy
€7



Dziatania arytmetyczne w f/
00000000008

Dowdd Twierdzenia 2

Niech x i y beda dwiema liczbami w dwojkowej arytmetyce arytmetyce f, tj. x = m,2%,
y=m2%, my,my € [1/2,1).
Poniewaz x > y, to aby obliczy€ réznice r = x — y musimy wyréwna¢ cechy

r=m2% —m,2% = (my — my2%~%)2% = m, 2%

Mantysa m, spetnia

—ox my2% y -

Aby znormalizowaé reprezentacje x — y arytmetyce fl, musimy przesungc mantyse m,
0 co najmniej p bitéw w lewo. Wtedy wprowadzane sa zera (na prawo), ktore nie niosg
zadnej informaciji. Co oznacza redukcje p znaczacych bitéw.

Rozumowanie dla drugiej czesci jest podobne. O

2
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