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Znaczna część wykładu została przygotowana na
podstawie książki [6].
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Pytanie: Jak dokładny może być dla danego zadania wynik
obliczony w arytmetyce fl?

Rozważmy zadania polegające na obliczaniu dla danych
ddd = (d1,d2, . . . ,dn) wyniku www = (w1,w2, . . . ,wm)

φ(ddd) = www ,

gdzie φ : D0 → Rm, D0 ⊂ Rn, φ jest ciągłym odwzorowaniem.
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Definicja
Mówimy o algorytmie A w klasie zadań {φ : D}, gdzie D ⊂ D0,
jeśli A oznacza algorytm obliczania (dokładnego) wyniku
φ(ddd) = www dla dowolnych danych ddd ∈ D. Jest to obliczanie w
arytmetyce klasycznej.
Przez fl(A(ddd)) rozumiemy realizację algorytmy A w arytmetyce
fl polegającą na:
• zastąpieniu danych liczbowych ich reprezentacjami

zmiennopozycyjnymi,
• wykonaniu operacji arytmetycznych w arytmetyce fl.

Zakłada się, że dane ddd ∈ D i wyniki www = φ(ddd) reprezentowane
są z błędami nie większymi od ρd i ρw

||ddd − rd(ddd)|| ≤ ρd ||ddd ||, ||www − rd(www)|| ≤ ρw ||www ||,

gdzie |ρd | ≤ C2−t , |ρw | ≤ D2−t , C = O(1), D = O(1).
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Definicja
Algorytm A nazywamy numerycznie poprawnym w klasie
zadań {φ : D} jeśli istnieją stałe Kd i Kw (wskaźniki kumulacji)
takie, że dla każdego ddd ∈ D istnieje dla dostatecznie silnej
arytmetyki (tj. dostatecznie dużego t) takie d̃dd ∈ D0, że

||ddd − d̃dd || ≤ Kdρd ||ddd ||
||fl(A(ddd))− φ(d̃dd)|| ≤ Kwρw ||φ(d̃dd)||.

Interpretacja. Dla dowolnego zadania rozważanej klasy, tj. zadania wyznaczania elementu φ(ddd), rozwiązanie

fl(A(ddd)) obliczone algorytmem numerycznie poprawnym różni się od rozwiązania dokładnego φ(d̃dd) co najwyżej

Kw razy więcej niż poziom błędu jego reprezentacji. Jednocześnie φ(d̃dd) jest dokładnym rozwiązaniem zadania o

danych d̃dd różniących się od danych początkowych ddd co najwyżej Kd razy więcej niż poziom błędu ich reprezentacji.
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Przykład
Zbadajmy numeryczną poprawność algorytmu obliczania
iloczyny skalarnego

S(aaa,bbb) =
n∑

i=1

aibi , aaa = (a1,a2, . . . ,an), bbb = (b1,b2, . . . ,bn).

Rozpatrzmy algorytm A(aaa,bbb)
S ← 0;
for k ← 1 to n do

S ← S + ai ∗ bi ;
end for
return S;
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Realizujemy algorytm A(aaa,bbb) w arytmetyce fl , czyli
zastępujemy dane ich reprezentacjami zmniennopozycyjnymi

âi = rd(ai) = ai(1 + αi)

b̂i = rd(bi) = bi(1 + βi), gdzie |αi |, |βi | ≤ 2−t , i = 1, . . . ,n

i wykonujemy obliczenia w arytmetyce fl

fl(A(aaa,bbb)) = (. . . (â1b̂1(1 + ϵ1) + â2b̂2(1 + ϵ2))(1 + δ2) +

+ · · ·+ ânb̂n(1 + ϵn))(1 + δn)

=
n∑

k=1

ak (1 + αk )bk (1 + βk )(1 + ϵk )
n∏

j=k

(1 + δj)

gdzie δ1 = 0, 1 + Ek = (1 + βk )(1 + ϵk )Π
n
j=k (1 + δj).
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Dokładny wynik zadania dla zaburzonych danych jest postaci

S(ãaa, b̃bb) =
n∑

k=1

ãk b̃k

ãi = ai(1 + αi), b̃i = bi(1 + Ei), i = 1, . . . ,n

||aaa− ãaa||2 = ||(a1α1, . . . ,anαn)||2 ≤ max
1≤k≤n

|αk | ||aaa||2 = 2−t ||aaa||2

(Kd1 = 1, ρd1 = 2−t)

||bbb − b̃bb||2 = ||(b1E1, . . . ,bnEn)||2 ≤ max
1≤k≤n

|Ek | ||bbb||2 =

(n + 1)2−t ||bbb||2
(Kd2 = n + 1, ρd2 = 2−t)

|S(ãaa, b̃bb)− fl(A(aaa,bbb))| = |
n∑

k=1

ãk b̃k −
n∑

k=1

ãk b̃k | = 0

Wskaźnik kumulacji ze względu na wynik Kw = 0.
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Dąży się, aby wskaźniki kumulacji były jak najmniejsze. W
praktyce za algorytmy numerycznie poprawne uznaje się
algorytmy mające wskaźniki kumulacji rzędu liczby działań
arytmetycznych potrzebnych do rozwiązania zadania. Stąd
algorytm obliczania iloczynu skalarnego jest numerycznie
poprawny.
Warto zauważyć, że pominięcie błędów reprezentacji danych
spowoduje zmniejszenie wskaźników kumulacji Kd1 i Kd2 o
jeden. Zatem w analizie numerycznej poprawności algorytmu
błędy reprezentacji danych pomija się.
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Przykład
Zbadajmy numeryczną poprawność algorytmu Hornera
obliczania wartości wielomianu w(x)

w(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a2x2 + a1x + a0

= (. . . ((anx + an−1)x + an−2)x + · · ·+ a1)x + a0.

Algorytm Hornera A(aaa, x)
wn ← an;
for k ← n − 1 downto 0 do

wi ← wi+1 ∗ x + ai ;
end for
return w0;
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Zakładamy, że dane zadania reprezentowane są dokładnie,
czyli x = rd(x), ai = rd(ai), i = 0, . . . ,n.
Realizacja algorytmu Hornera A(aaa, x) w arytmetyce fl jest
następująca

w̃n = an

w̃i = fl(w̃i+1 ∗ x + ai) = (w̃i+1x(1 + ϵi) + ai)(1 + δi)

i = n − 1,n − 2, . . . ,0, gdzie |ϵi |, |δi | ≤ 2−t .

Z powyższego dostajemy

w0 = ((. . . ((anx(1 + ϵn−1) + an−1)(1 + δn−1)x(1 + ϵn−2) +

+ an−2)(1 + δn−2)x(1 + ϵn−3) + · · ·+ a1)(1 + δ1)x(1 + ϵ0) +

+ a0)(1 + δ0) =
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= an(1 + ϵn−1)(1 + δn−1) · · · (1 + ϵ0)(1 + δ0)xn +

+ an−1(1 + ϵn−2)(1 + δn−1) · · · (1 + ϵ0)(1 + δ0)xn−1 + · · ·

+ a1(1 + ϵ0)(1 + δ1)(1 + δ0) + a0(1 + δ0) =
n∑

k=0

ak (1 + Ek )xk

=
n∑

k=0

ãkxk ,

gdzie 1 + Ek = (1 + δk )Π
k−1
i=0 (1 + ϵi)(1 + δi) przyjmując δn = 0.

||aaa−ãaa||2 = ||(a0E0, . . . ,anEn)||2 ≤ max
0≤k≤n

|Ek | ||aaa||2 = (2n+1)2−t ||aaa||2

|w(ãaa, x)− fl(A(aaa, x))| = |
n∑

k=0

ãkxk −
n∑

k=0

ãkxk | = 0

Kd = 2n + 1, ρd = 2−t , Kw = 0. Stąd A(aaa, x) jest numerycznie
poprawny
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