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Pytanie: Jak doktadny moze by¢ dla danego zadania wynik
obliczony w arytmetyce fI?

Rozwazmy zadania polegajgce na obliczaniu dla danych
d=(di,db,...,dn) wyniku w = (wy, Wa, ..., Wp)

p(d) = w,

gdzie ¢ : Dy — R™, Dy C R", ¢ jest ciggtym odwzorowaniem.
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Definicja
Mcéwimy o algorytmie A w klasie zadan {y : D}, gdzie D C Dy,
jesli A oznacza algorytm obliczania (doktadnego) wyniku
©(d) = w dla dowolnych danych d € D. Jest to obliczanie w
arytmetyce klasycznej.
Przez fl(A(d)) rozumiemy realizacje algorytmy A w arytmetyce
fl polegajacag na:

e zasigpieniu danych liczbowych ich reprezentacjami

zZmiennopozycyjnymi,
® wykonaniu operacji arytmetycznych w arytmetyce fl.

Zakiada sig, ze dane d € D i wyniki w = ¢(d) reprezentowane
sg z btedami nie wiekszymi od pq i pw

|ld — rd(d)|| < palld|], [lw—rd(w)|| < pw||W||,
-
gdzie |pg| < C271, |pw| < D271, C = O(1), D = O(1). &
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Definicja

Algorytm A nazywamy numerycznie poprawnym w klasie
zadarn {y : D} jesli istniejg state Ky i Ky, (wskazniki kumulacji)
takie, Ze dla kazdego d € D istnieje dla dostatecznie silnej
arytmetyki (tj. dostatecznie duzego t) takie d € Dy, Ze

ld —dl| < Kapald]| )
1A1(A()) — ()] < Kuwpull(d)]-

Interpretacja. Dla dowolnego zadania rozwazanej klasy, tj. zadania wyznaczania elementu ¢(d), rozwigzanie
fI(A(d)) obliczone algorytmem numerycznie poprawnym rézni si¢ od rozwigzania doktadnego w(&) Co najwyzej

Kw razy wigcej niz poziom btedu jego reprezentaciji. Jednoczesnie ¢ (d) jest doktadnym rozwigzaniem zadania o

danych d réznigcych sie od danych poczatkowych d co najwyzej Ky razy wigcej niz poziom btedu ich reprezentacji.
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Przyktad
Zbadajmy numeryczng poprawnosc algorytmu obliczania
iloczyny skalarnego

n
S(ab)=> ab;, a=(a,az,...,an), b= (b, bz,...,bn).
i=1

Rozpatrzmy algorytm A(a, b)
S+ 0;
for k < 1 tondo
S+ S+aixb;
end for
return S;

Jamy
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Realizujemy algorytm A(a, b) w arytmetyce f/, czyli
zastepujemy dane ich reprezentacjami zmniennopozycyjnymi
a = rd(a,-) = a,-(1 + Oz,')
bi = rd(b)=bi(1+ 3, gdzie |, |5i| < 2_t, i=1,....n

i wykonujemy obliczenia w arytmetyce f/

filA(a,b)) = (...(&1b1(1 + €1) + &bo(1 + €2))(1 + 62) +
+ o+ anbp(1 4+ €)1 4 6p)

n

= N a(1 + ar)bi(1 + B)(1 + ) [T(1+6)

k=1 =k

gdzie 61 = 0, 1+ Ex = (1 + Bi) (1 + ex) M (1 + ).
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Doktadny wynik zadania dla zaburnzonych danych jest postaci

S(a,b) = aby
k=1

é,-:a,-(1+a,-), Bi:bi(1+Ej), i=1,...,n
la=alls = l(@ar, ... ano)lla < max |elllallz =2 all
(Kay = 1,00, =271)

— bl = < =
b= Blla = 1161 Ev.-...boElle < max [Edl 1l
(n+1)27|bl|2

(Kd2 =n+ 1an2 = 2_t)

n n
S(a,b) - fi(A(a,b)| = | > &bk — > &by =0
k=1 k=1

Wskaznik kumulacji ze wzgledu na wynik K, = 0.
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Dazy sig, aby wskazniki kumulacji byty jak najmniejsze. W
praktyce za algorytmy numerycznie poprawne uznaje sie
algorytmy majgce wskazniki kumulacji rzedu liczby dziatan
arytmetycznych potrzebnych do rozwigzania zadania. Stad
algorytm obliczania iloczynu skalarnego jest numerycznie
poprawny.

Warto zauwazy¢, ze pominigcie btedéw reprezentacji danych
spowoduje zmniejszenie wskaznikow kumulacji Ky, i Kg, 0
jeden. Zatem w analizie numerycznej poprawnosci algorytmu
btedy reprezentacji danych pomija sie.
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Przyktad

Zbadajmy numeryczng poprawnosc algorytmu Hornera
obliczania wartosci wielomianu w(x)

w(x) = apX"+a, 1 x" "+ +ax?+ax+a
= (...((anx+ an—1)Xx+ an_2)x +---+ a1)x + ao.

Algorytm Hornera A(a, x)
Wy, < apn;
for k < n— 1 downto 0 do
Wi < Wip1 * X + a;;
end for
return wy;

Jamy
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Zaktadamy, ze dane zadania reprezentowane sg doktadnie,
czylix =rd(x),aj=rd(a;),i=0,...,n.

Realizacja algorytmu Hornera A(a, x) w arytmetyce f/ jest
nastepujgca

Wp = ap
Wi = fi(Wi1 + X + &) = (W1 x(1 +€) + @) (1 + )
i=n—1,n-2...,0, gdzie ¢l |6;] <27

Z powyzszego dostajemy

Wo = (( ((anx(1 + €n— 1) + an—1)(‘I +5n—1)x(1 +5n—2) =+
+ an2)(1+dp2)x(1 +en3)+---+a))(1+6)x(1 +e)+
+ )( +do) =
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= a1+ en )T+ 80 1) (1 +eo)(T + Go)x"
+ an—1(1 +ep—2)(1 +dp—1)--- (1 +e0)(1 —|—5O) x4

+ai(1+eo)(1+61)(1 + do) + ao(1 + &) = Zak + Ek)x

n
Z éka,
k=0
gdzie 1+ Ex = (1 + 6N (1 + ¢)(1 + &) przyjmujac 6, = 0.

la=llz = l|(@Fo. .. ann)lle < max |El[lallz = (2n+1)2"lall

\w(a, x) — fI(A(a, x) |_yZakx —Zakx

Ky=2n+1,pg =271 K, =0. Stad A(a, x) jest numerycznie
poprawny
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