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Aproksymacja funkcji w przestrzeniach unormowanych

Ogélnie zadanie aproksymacji mozna sformutowac
nastepujaco: dla danej funkcji f sposrdd funkcji ustalonej klasy
poszukujemy tej funkcji g, ktéra w okreslonym sensie najlepiej
przybliza f.

Niech f bedzie funkcja ciagta na [a, b]. Dla ustalonego n
szukamy wielomianu p co najwyzej n-go stopnia, dla ktérego

max_|f(x) — p(x)| — min
x€la,b]

Dla danych N punktéw (x;, y;) (1 < i < N) szukamy wielomianu
p €O najwyzej n-go stopnia, n < N, dla ktérego

N

S p(x))? — min

i=1
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Definicja 1
Przestrzen liniowg X nazywamy unormowang jesli okreslona
jest w niej funkcja, zwana normag, || - || : X - R, 0

wiasnosciach:
° [Ifll=0; [lIf]| =0« f=0,
* [laf][ = |af [|f]],
° [If +gll < Ifl[ +llgll,
dla dowolnych f,g € X, a € R.
Niech dana bedzie podprzestrzenig liniowa Y, Y C X, i f € X,

gevy,|f—gll
Pytanie Czy dla kazdej funkcji f € X istnieje funkcja gr € Y o

witasnosci |f —gfl| = inf ||f—g]| ?
. . . geY
Definicja 2
Funkcja gr nazywana jest funkcjg optymalng dla f wzgledem D

podprzestrzeni Y.
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Definicja 3
Jesli gy istnieje, to wielkoS¢: infgey ||f — g|| nazywamy btedem
aproksymaciji.
Zasadnicze zagadnienia aproksymacyjne
Pytanie 1. Czy dla danej funkciji f istnieje funkcja optymalna g¢?
Pytanie 2. Czy funkcja g okreslona jest jednoznacznie?
Pytanie 3. Jak skonstruowac funkcje optymalng?
Pytanie 4. Jaki jest btgd aproksymacji optymalnej? Jak go
obliczac?
Pytanie 5. Jak funkcja optymalna gy i btad aproksymacji
optymalnej zalezg od f i jej wtasnosci?

Twierdzenie 1

Niech Y bedzie skonczenie wymiarowg podprzestrzenig

przestrzeni liniowej unormowanej X. Wéwczas dla kazdej

funkcji f € X istnieje funkcja optymalna gr wzgledem Y.
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Definicja 4
Przez X = [2 sla, b] oznaczamy przestrzen funkgji f o catkowalnym w
przedziale [a b] wyrazeniu p - 2, gdzie p jest ustalong funkcjg
catkowalna, (funkcja wagowg — waga) nieujemng w przedziale [a, b]
znikajaca co najwyzej w skonczonej liczbie poréwnan, tj.
I{Ce [a, b] | p(¢) = 0}] < oo

[a b] jest przestrzenia liniowg unormowang z no;ma{

||f|—|f||2—</ p(X)R(x dx)
Definicja 5

Przez X = 12 n Oznaczamy przestrzen, ktdrej elementami sg uktady N
liczb rzeczyW|stych f=(f, f,...,fy) (uktady te mozna interpretowaé
jako f(x;) = f;, i =1,...,N), a norma definiowana jest nastepujaco

N 1/2 1/2
Ifll2 = <prff2>
i=1

N
= (Z PifZ(Xf)> :
i

gdzie p = (ps1, P2, . - -, Pn) jest uktadem liczb dodatnich.
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Definicja 6
Aproksymacije w przestrzeni Lf,[a, b lub /S,N z btedem ||f — g]||2
nazywamy aproksymacija sredniokwadratowa.

Przyjmijmy, ze Y = I, gdzie I, jest przestrzenig wielomiandw
€O najwyzej n-go stopnia.

Stad zastosowanie twierdzenia 1 gwarantuje istnienie dla
kazdej funkgji f e_Lg[a, b](/ ) wielomianu optymalnego

wr € N, takiego, ze

I = will = inf |If — wlla = Ex(7).
gdzie wy nazywamy n-tym wielomianem optymalnym dla funkgcji

f sensie aproksymaciji Sredniokwadratowej, a E,(f) nazywamy
n-tym btedem optymalnym. =
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Przestrzen liniowg X nazywamy przestrzenig unitarng jesli
okreslona jest w niej funkcja, zwana iloczynem skalarnym ,
(-,-) : X x X — R o wiasnosciach:

e (f,)>0,; (,f)=0&f=0,

° (f.9)=(9.f) fgeX,

° (af1 +bf2ag):a(f17g)+b(f27g)! a7b€R f17f2 € X
Kazda przestrzen unitarna jest przestrzenig unormowana, jesli

za norme przyjmiemy ||f|| = /(f, f).
Przyktad
Przestrzenie L3[a, b] i I7 \, sg unitarne
(f.g) = / P()f(x)g(x)dx f,g € L2[a,b]

(f.9) = Zp, x)9(x;) f,.9 €/
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W przestrzeni unitarnej zachodzi twierdzenie Pitagorasa

Twierdzenie 2

Jedli (f,g) = 0, to [|f + g[> = [|f|[* + [|9]|>.

Definicja 8

Funkcje f,g € X sg ortogonalne < (f,g) =0.

Funkcje {1, f,...} C X, f; # 0, tworzg uktad ortogonalny <
(f,f)=0dlai#;

oraz tworzg uktad ortonormalny < (f;,f) = { 0 dai#]

1 dlai=j
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Definicja 9
. o [2]a, b o
Uktad wielomianow {P} C X = IQP nazywamy ciggiem
p,N
ortogonalnym wielomianéw <
* P, (k=0,1,...)jest wielomianem stopnia dokfadnie k,
* (P,P)=0 k#1 (k,/=0,1,..))
L4 (Pk7 Pk) >0
{Px} jest ortonormalny < {P} jest ortogonalny i
(Px,Px)=1 (k=0,1,...).
b
(Px,P) = / P(X)Pr(X)Pi(x)dx k # 1 (k,1=0,1,..)X = Lf,[a, b]
a

N
(P P) = > pOQ)P(X)PIX) k # 1 (k1 =0,1,...,n)

i—1
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