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Wielomiany ortogonalne

Lemat 1
Wielomiany ortogonalne Py, Py, ..., P, tworzg baze przestrzeni

liniowej .

Lemat 2

Dowolny wielomian Q; stopnia j nizszego od k jest prostopadty
do k-tego wielomianu ortogonalnego Px; (Qj, Px) = 0 dla

Jj < k.

Lemat 3
Ciag wielomianow ortogonalnych w przestrzeni X = { Zf’[a /0]

jest okreslony jednoznacznie z doktadnoscig do czynmkow
statych, tj. jesli { P} i {Q«} sa ciagami ortogonalnymi w X, to
Py = axQx, ax=const,k=0,1,....
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Wielomiany ortogonalne

Twierdzenie 1
Ciag wielomiandéw ortogonalnych {Px} w przestrzeni
X = LZ[a, b] lub X = 2\, spetnia zalezno$¢ rekurencyjna
Pk(X) (Cka+ﬁk)Pk_1(X) —l—’ykPk_g(X) k = 1,2,...
P—1(X) = 07 PO(X) = 4o,

gdzie ay = aff1 £ 0, Bk, v # 0, 71 jest nieistotna, poniewaz

P_1(x) = 0, ax sga wspotczynnikami wielomianu Py przy X,
Pi(x) = axk + - -,

By =  o(XPy—1, Pi—1) = — ok (Pk—1, Pk—1)
(Pk—1, Pk—1) ak—1(Pk-2, Pk—2)
Dla wielomianéw ortogonalnych na zbiorze dyskretnym

{xy,X2,...,Xn} (W przestrzeni /57,\,) zalezno$¢ rekurencyjna jest
spetniona tylko dla k < N — 1. )
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Wielomiany ortogonalne

Twierdzenie 1 umozliwia konstrukcje wielomianéw

ortogonalnych o zadanych wspotczynnikach ax, k = 0,1,...,n.
Mozemy réwniez ustali¢, ze ax = 1, k = 0,1,...,n. Wéwczas
ak=1,Py(x)=1i

B = (XPk—1, Px—1) — (Pk-1,Pk-1)

TP P T T Pz, Pr2)

Wielomiany Czebyszewa Ty (x) = cos(karccos x), k =0,1,..

tworzg uktad ortogonalny w przestrzeni L,%[ —1,1] z funkcja

wagowa p(x) = \/11_7 i spetniaja zaleznos¢ rekurencyjng

i3]

{ To(x) =1 Ti(x) = x
Te(x) = 2xT_1(x) — Tx_2(x) (k>2)
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Zadanie aproksymaciji $redniokwadratowej
wielomianami

Dla danegj f € Lg[a, b (IS,N)’ szukamy elementu optymalnego
dla f wzgledem podprzestrzeni I, tj. wielomianu wy € I, dla
ktérego zachodzi réwnosé

If —willz = inf [|f —wll2 = En(f).

ws nazywamy n-tym wielomianem optymalnym dla f, a Ej(f)
nazywamy n-tym btedem optymalnym.

Jamy
@7
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Zadanie aproksymaciji $redniokwadratowej
wielomianami

Twierdzenie 2
Jesli { P} jest ciggiem wielomianéw ortogonalnych w
X = L3[a,b] lub X = 2 i zawiera co najmniej wielomiany
Po, P1, ..., Pn, to n-ty wielomian optymalny ws okreslony jest
jednoznacznie i wyraza sie wzorem

- (fa Pk) P
" kz:(:) (P Pe)

a n-ty btad optymalny jest rowny

A A
E = (118~ (5 ps

k=0

Jamy
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Zadanie aproksymaciji $redniokwadratowej
wielomianami

Z rysunku ponizej wynika, ze wy jest elementem optymalnym
dla f wtedy i tylko wtedy, gdy f — wy (f — wy = r) jest
prostopadty do M, (r L My).

Zam
@7
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Zadanie aproksymaciji $redniokwadratowej
wielomianami

Wielomiany ortogonalne Py, Py, ..., P, sg bazg N, na mocy
lematu 1. Stad n-ty wielomian optymalny dla f mozna

przedstawi¢ n
Wr = Z C,'P,'.
i=0

wy jest optymalny, gdy r L My, co jest rownowazne r L P;,
j=0,...,n.
(f_quF)j) = o,j:O,...,n
(w, P) = (f,P), j=0,....n

n
O cPi,P) = (f,P), j=0,....n
i=0

Otrzymujemy uktad n + 1 réwnan o n + 1 niewiadomych c;.

Jamy
@7
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Zadanie aproksymaciji $redniokwadratowej

wielomianami

co(Po, Po) + ¢1(P1,Po) + -+ ¢ca(Pn, Po) = (f, Po)
co(Po, P1) +¢i(P1,Py) +---+c¢ca(Pn, P1) = (f,Py)
-—i—Cn(Pn,Pn) = (fapn)

co(Po, Pn) + ¢1(P1, Pn)
Powyzszy uktad nazywamy ukftadem rownan normalnych
(Pi,P;)=0dlai#j,(P;,P;) #0dlai=j. Zuktadu
(1P i — 0, 1,...,niwielomian

wyznaczamy c,- = (PP’

ZI =0 (
zachod2| tW|erdzen|e Pltagorasa mamy
2
¢ (f7 Pk)2

W5 = [Iwell3+ [|f — w3
f—w = (IIf112 = [lwg]12)V/2 = | ||f]|2 -
I |2 (11115 — [Iws[3) [If]12 kz_%(Pk,Pk)

)1/2
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n-ty wielomian optymalny

krok 1. Wyznaczy¢ wielomiany ortogonalne Py, ..., P, np.
ze zwigzku rekurencyjnego lub wykorzysta¢ znane
wielomiany ortogonalne.

krok 2. Obliczy¢ wspétczynniki ¢, = {5k, k =0,1,....n

Cata informacja o wielomianach ortogonalnych powinna
wyrazaé sie wspotczynnikami zwigzku rekurencyjnego, oy, Bk,
Vk-
Nie powinno si¢ wyznacza¢ postaci naturalnej n-tego
wielomianu optymalnego w; bez potrzeby

n

1

Wi(X) =D CkPx(X) = anx" + an1X" + -+ + aux + a.
k=0
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n-ty wielomian optymalny

Wartos¢ n-tego wielomianu optymalnego wy
n
wi(x) = > ckPx(x)
k=0
w punkcie x liczymy za pomocg algorytmu Clenshow’a

wykorzystujgcego fakt, ze wielomiany ortogonalne spetniajg
zwigzek rekurencyjny:

{ YI’H—1 = Yn+2 = O

Yi := Ck + (k11X = Brs1) Yot — Y2 Yero, K=n,n—1,...

wi(x) = aog Yo



Literatura Aproksymacja
[e] 0000000000000 00000000

Aproksymacja w przestrzeniach unitarnych — ogolne
podejscie

Dla danej f € X, X jest przestrzenig unitarng, szukamy
elementu optymalnego dla f wzgledem podprzestrzeni Y C X,
tj. gr € Y, dla ktérego zachodzi rownosé

17 = grll = inf IIf = gll.

Twierdzenie 3

Niech X bedzie przestrzenig unitarng, Y bedzie jej
podprzestrzenig, Y C X.

Dla danej f € X, gr € Y jest elementem optymalnym dla f
wzgledem Y wtedy i tylko wtedy, gdy f — gr jest ortogonalny
doY.
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Aproksymacja w przestrzeniach unitarnych — ogolne
podejscie

Niech uktad, niekoniecznie ortogonalny, fy, f1, .. ., f, bedzie
bazg Y. Woéwczas szukany element g mozemy przedstawic:

n
g =>_af:
i=0

Podobnie jak dla przestrzeni I1,, gr jest optymalny, gdy
f—gr LY, cojestrownowazne f—gr L f,j=0,...,n.

n
i f)=(f,£), j=0,....n
i=0
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Aproksymacja w przestrzeniach unitarnych — ogolne
podejscie

Otrzymujemy uktad réwnan normalnych o n+ 1
niewiadomych c;.

Co(fo, o) +ci(fi, o) +---+calfn, o) = (f f)
co(fo,fy) +ci(f, i) +---+cnlfa, 1) = (f, f)

Co(fo. fn) + C1(fi fa) + -+ Ca(fa, ) = (f, 1)

Macierz n+ 1 x n+ 1 powyzszego ukfadu nazywamy macierza
Grama.
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Aproksymacja w przestrzeniach unitarnych — ogolne
podejscie

Przyktad (Uktad rownan normalnych Zle uwarunkowany)
NiechX = L2[O 1], p(x) =1, Y =MN,. l/oczyn skalarny w tej

przestrzeni jest postaci (f,g) = fo (x)g(x

Szukamy n-tego wielomianu optymalnego dla f wzgledem .
Jako baze N, bierzemy fy =1,f; = x,fb = x2,...,f, = x".
Wyznaczamy elementy macierzy Grama

1
i+j+1

. . 1 . .
(f,-,)j-):(x’,x/):/ x'xldx == i,j=0,1,...,n.
0

Macierz uktadu jest zatem macierzg Hilberta.

Jamy
@7
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Dowdd Lematu 1

Dowdd wynika bezposrednio z faktu, ze dla dowolnego uktadu

fi, fo, ..., fy liniowo niezaleznych elementoéw przestrzeni
unitarnej istnieje uktad ortogonalny g1, go, . . . , gn taki, ze kazdy
z elementéw g;, i = 1,..., n, jest kombinacjg liniowa fi, ..., f;.

Uktad ortogonalny konstruujemy metodg ortogonalizaciji
Grama-Schmidta. O
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Dowdd Lematu 2

Przedstawmy wielomian Q; jako kombinacje liniowg
wielomiandw ortogonalnych (z lematu 1 wynika, ze Py, ..., P;
sg bazg I1)).

J
C)j = Z Oé,‘P,'.
i=0

Biorac iloczyn skalarny obu stron z wielomianem Py,
otrzymujemy

j
(Q,Px) =>_ai(Pi, Px) =0,
i=0
poniewaz (P;, Px) =0dlai < k.

O
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Dowéd Lematu 3
Niech Py, Py, ..., Pni Qo, @y, ..., Q, beda réznymi ciggami
ortogonalnymi. Z lematu 1 wynika, ze wielomian Py mozemy
przedstawi¢ jako kombinacje liniowg wielomianéw Qy, . . ., Qk

k
Py = Z anj.
j=0

Bioragc iloczyn skalarny obu stron powyzszego rownania z
wielomianem Q, | < k, stosujac lemat 2 i korzystajgc z faktu, ze ciag
{Q;} jest ortogonalny otrzymujemy

k
0=(Q, P«) = Ozj(Q/, Qj) = (Q, Q).

J=0

Z definicji (Qy, Q) # 0. Stad i z powyzszego rownania otrzymujemy
a;=0dla /< k. Zatem

k
Py = ZO&/Q/ =axQx. O

=0 .



Aproksymacja
0000000000000 0000e0000

Dowéd Twierdzenia 1

Pk jest wielomianem doktadnie k-tego stopnia, czyli ax # 0. Przyjmijmy
ak = ak ; . Wéwczas wielomian Py — axxPk_+ jest stopnia mniejszego niz k.

Przedstawmy ten wielomian w postaci kombinaciji liniowej wielomianéw
ortogonalnych (zob. lemat 1)

k—1
Pk — oszqu = Z b,'P,'

i=0
Pokazemy, ze (Px — axxPx_1, P;) = 0 dlaj < k — 2. Mozemy go zapisa¢
(Px — axxPk—1, Pj) = (Pk, Pj) — ax(XPk—1, )

(Pk, P;) = 0 z ortogonalno$ci uktadu. Poniewaz w przestrzeniach L3[a, b] i
p ~ Spetniona jest rownosé
(XPik—1, Pj) = (Px—1,xPj)

(zob. posta¢ iloczynéw skalarnych). Z lematu 2 natychmiast dostajemy
(Px—1,xP;) = 0, co daje (xPx—_1, P;) = 0. Zatem

k—1
0 = (Px — akxPx—1, P, Zbl Pi, Py) = bi(P;, Py).
i=0
Z definicji (P;, P;) # 0. Stad i powyzszego réwnania otrzymujemy b; = 0 dla )
j<k-2.
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Dowdd Twierdzenia 1 ...

Tak wiec
Py = axxPy_1+bg—1Py_1+bk2Pk_2 = axXPk_1+ Bk Pk—1+7kPk—2,
(1)
gdzie Bx = bx_1, vk = bx_>. Stosujac iloczyn skalarny z Py_4
do powyzszej rownosci otrzymujemy
0 = (Pk, Pk—1) = au(XPk_1, Pxk_1) + Br(Px—1, Pxk-1)

Wyznaczamy _ak(ka_1 , Pi_1)
(Pk—1, Pk—1)

Podobnie wyznaczamy ~, biorac iloczyn skalarny z Px_»
_ok(XP—1, Pi—2)  au(Pr—1, Pk—1)

k= (Pi_2,Pk2)  cak_1(Pk_2,Pk_2)’

(Pk—1, Pk—1) = ak—1(xPx_2, Px_1) (zob. (1)), a
(XPk—2, Pk—1) = (Px—2, XPx_1).

Bk =
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Dowdd Twierdzenia 1 ...

Dla wielomianéw ortogonalnych na zbiorze dyskretnym
{X1, X2, ..., Xn} zalezno$¢ rekurencyjna jest spetniona tylko dla
k<N-1.
Nastepujacy wielomian
an(x — x1)(x — x2) - -+ (X — Xn)

zeruje sie W xi ze zbioru. Czyli jest on ortogonalny do
wszystkich wielomianéw ortogonalnych P; nizszego stopnia. Z
lematu 3 wynika, ze cigg wielomianéw ortogonalnych jest
okreslony jednoznacznie z doktadnoscig do czynnikéw statych,
wiec N-ty wielomian ortogonalny musi by¢ postaci

an(x — x1)(x — x2) - - - (x — xn). Zatem (P, Py) = 0, co
dowodzi, ze Py jest zerowym elementem /S,N- Wiec nie moze
by¢ elementem uktadu ortogonalnego. O
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Dowod Twierdzenia 3
(=) Zatézmy nie wprost, ze istnieje h € Y, takie, ze
(f—gs,h)=a#0.Wtedy h£0i
g =09+ (h. h)h cY.

Zatem

If—glf=(f-g,f-g)= <f 9r =~ (hh)hf g’_(hj«h)h>

«a 2
= lf = Gl ~2 s~ 9. ) + h)z(h )

2

2
« « a

Sprzecznosé, ze gr jest elementem optymalnym dla f
wzgledem Y.

W
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Dowdd Twierdzenia 3...

(<) Zatézmy, ze f — g jest ortogonalny do Y. Stad
(f — gr, h) = 0 dla wszystkich h e Y.
Dowolny element g € Y mozemy przedstawi¢
9=09r—(9r—9), gr—9geY.

Zatem (f — g7, gr — g) = 0. Z twierdzenia Pitagorasa (zob.
wyktad 11) mamy

1F— gl = 1I(F — ar) + (gr — @2 = lIf — grlP + g — gl P
> |If — gil 2.

Stad gy jest elementem optymalnym dla f wzgledem Y. O

W
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