Literatura Catkowanie numeryczne
o 0000000000000000

Obliczenia naukowe
Wyktad nr 13

Pawet Zielinski

Katedra Podstaw Informatyki,
Wyadziat Informatyki i Telekomunikacji,
Politechnika Wroctawska

AN
i



Literatura
[ ]

Literatura

Literatura podstawowa

[1] D. Kincaid, W. Cheney, Analiza numeryczna, WNT, 2005.

[2] A. Bjorck, G. Dahlquist, Metody numeryczne, PWN, 1987.

[3] M. Dryja, J. i M. Jankowscy, Przeglad metod i algorytmdw
numerycznych, cz. 2, WNT, 1988.

[4] Z. Fortuna, B. Macukow, J. Wasowski, Metody numeryczne,
WNT 1998.

[5] J. i M. Jankowscy, Przeglad metod i algorytméw numerycznych,
cz. 1, WNT, 1988.

[6] J. Stoer, R. Bulirsch, Wstep do analizy numerycznej, PWN, 1987.
Literatura uzupetniajaca

[7] Kietbasinski, H. Schwetlick, Numeryczna algebra liniowa, WNT,
1993.

[8] A. Ralston, Wstep do analizy numerycznej, PWN, 1975.
Znaczna czes¢ wykladu zostata przygotowana na
podstawie ksiazki [5].



Catkowanie numeryczne
©000000000000000

Catkowanie numeryczne

Niech .# = .7 (a, b) bedzie klasg funkcji catkowalnych w
przedziale [a, b].
Calke funkcji f bedziemy oznaczali przez | (I : .% — R)

/(f):/abf(x)dx fe 7.

Catke I(f) bedziemy przyblizali funkcjonatami Q
n
Q(f) = > Acf(x), I(f) = Q(f),
k=0

nazywanymi kwadraturami. {xx} € [a, b] sa weztami, a {Ax} sa
wspétczynnikami kwadratury Q.
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Catkowanie numeryczne
Rozpatrzmy bardziej ogélng funkcje I : .# — R

/ p(X)f(x)dx fe .7, Ip(f)~ Q(f),

gdzie p € .# jest nieujemng funkcjg catkowalng — waga,
Definicja 1
Funkcje R : .# — R o warto$ciach R(f) = Ip(f) — Q(f) nazywamy
resztg kwadratury Q, I,(f) = Q(f) + R(f).
Definicja 2
Kwadratura Q jest rzedu r jesli

* R(f) = 0 ([o(f) = Q(f)) dla kazdego wielomianu f € M,_1,

* istnieje w € I, \ M,_4 takie, ze R(w) # 0 ([r((w) # Q((w)).

Twierdzenie 1

Niech Q bedzie kwadraturg o wartosciach Q(f) = >__, Acf(X«),
Xk € [a, b, f € #, Wbwczas rzad kwadratury Q nie przekracza )
2n+2.
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Zbiezno$¢ ciggu kwadratur

Rozpatrzmy ciag kwadratur {Qn}, Qn : % — R,

ZA(” ) (n=0,1,...).

X(()O) A(()O)
X(()1) X1(1) Ag) A51)
2 x® X2 AR AP AP

X

lim Qn(f) = I(f) ¥f € Cla, b].

n—oo
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Zbiezno$¢ ciggu kwadratur

Zajmijmy sie zbieznos$cig {Q,} do catek funkcji ciggtych.
Twierdzenie 2
Vicclab) lIMn—oo Qn(f) = Ip(f) &

® Vien limpsoo Qn(f) = Ip(f),

® 3x=0 Ynenuioy Do AL < K.

Twierdzenie 3
Jezeli Af(”) >0(k=0,1,...,m;n=0,1,...), to nastepujace
zdania sg réwnowazne

® Vieciap iMn-soo Qn(f) = Ip(f)
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Kwadratury interpolacyjne

Zaktadamy, ze dane sg parami rézne wezly xg, X1, . . . , Xn,
X; € [a, b] oraz funkcja f € Z.
Interpolujemy funkcje f za pomocg wielomianu L, € M,
. w(x)
La(x) = f(X ) k(x), k(X)) = ——F——,
n(X) kzo(k) k(X)s Ak(X) (X = x)0' (%8)
gdzie w(x) = (X — xo)(x — x1) - - - (X — Xn). Tak wiec
f(x) = La(x) + ra(x) dla kazdego x € [a, b],

gazie () = (i) (C) dia f € C™[a, b,
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Kwadratury interpolacyjne
Catkujac f otrzymujemy

b n b b
[ p0ofeox =3t [ pOONGax -+ [ p0ra(x)x
a k=0 a a

n
= 3" Acf(x) + Ralf) = Ip(f),
k=0
A = [2pOOM(X)dX, Ra(f) = [7 p(xX)ra(x)dx.
tatwo zauwazyé, ze jesli f € My, to Ry(f) = 0. Stad rzad Q,
jest co najmniej n+ 1.

Lemat 1
Rzad p kwadratury interpolacyjnej spetnia nieréownos¢
n+1<p<2n+2.

Twierdzenie 4
Kwadratura Qn(f) = >_¢_, Acf(Xk) ma rzad co najmniej n + 1
< Q) jest kwadraturg interpolacyjna.

W
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Kwadratury Newtona-Cotesa

Definicja 3

Kwadraturami Newtona-Cotesa przyblizajacymi |, : p(x)f(x)dx
sa nazywane kwadratury Qy(f) = I(L,), gdzie L, jest
wielomianem Lagrange’a interpolujacym funkcje f opartym na
rownoodlegtych weztach. Zaktada sie rowniez, ze waga p = 1
w [a, b].

I(f) = /: f(x)dx

n
Qn(f) =D Acf(Xx), Xk =a+kh, k=0,....n h=
k=0
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Kwadratury Newtona-Cotesa

Wspétczynniki A, kwadratury Newtona-Cotesa sg postaci

B b w(X) - XxX=a+th
Ak_/a (XXk)w/(Xk)dX{ tE[O,n]

dx = hdt
w(x) = MLo(x = x)
a+th) (a+th) AN (t - j)
= dt =3 ' (x0) = M7 (3 - )
h(t — k)w'(a+ kh) k /7&2 k=%

w'(a+ kh) = k!(n— k)Ih"(—1)"—k
hn+1|'|f7 olt—=1) h(—1)n—k .
= h/ (KRR — YT 1) dt:k!(n—k)!/o ;ig(t—j)dt.

W




Literatura Catkowanie numeryczne

0000000080 000000

Kwadratury Newtona-Cotesa

Twierdzenie 5
Reszta kwadratury Newtona-Cotesa wyraza sie wzorem

(n+1)
R, (f) = fgnjz;()ﬁ) f:“(x)dx (n=1,3,5,... a<(<b)
f(n+2()<!) f:XW(X)dX (n=2,4,6,... a<(<b)

Jezeli f € My, nparzyste, Ry(f) = 0.

Whiosek 1
Niech p oznacza rzgd kwadratury Newtona-Cotesa, wéwczas

Jamy
@7
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Kwadratury Newtona-Cotesa

n =1 wzor trapezéw I(f) = Q;(f) + Ry(f), f € C?[a, b]

b—a _(b-a)®

3
a(n =2 2m@re). mn=-L-Lr0=-Tr0

a<({<bh=b-a
n = 2 wz6r Simpsona I(f) = Qu(f) + Ro(f), f € C*)]a, b]

b—a

Q(f) = —5—(f(a)+4f((a+b)/2)+1(b)),
_ a2\ £ 5
Al = - (757) e = 55"
a<(<b, h:b_a.

2



Catkowanie numeryczne
0000000000 800000

Kwadratury Newtona-Cotesa

Qn(f)_ZA(”)f( = (b— a)ZB(”)f( )y,

k=0
x,E”):aJrkh,,,k:O,L.. n, hy = b=2.

n
1
B — AP, B~ B, k—01..n

b—
Niech f =1 ;
Qn(f)=Qn(1)=(b-a) ) B =I()=I(1)=b-a
k=0

Stad dla dowolnego n, suma >} _, B,((”) =1. Dla n > 9 niektére

wspdtczynniki sa ujemne. Zatem Y} _, |B,((”)] > 1.

Oznaczmy op =3 j_g |B,((”)|. on roénie szybko. Np. o1¢ =~ 3.1,

015%8.3, 020%560.
@
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Kwadratury Newtona-Cotesa

Btad bezwzgledny obliczeh Q,(f) mozna oszacowac
nastepujaco:
C27t0'n7 op — 00, N — oC.

Wady kwadratur Newtona-Cotesa
e Dla n > 10 wspétczynniki Af(”) moga by¢ ujemne. Wielkosé
> ko |Af(")| — oo. Zatem nie jest spetnione zatozenie

twierdzenia 2 (b). Moga wiec istnie¢ funkcje ciggte, dla
ktorych kwadratury moga by¢ rozbiezne.

e Btedy zaokraglen moga znieksztatca¢ wynik.

Powyzsze wady mozna znacznie zniwelowaé dzielac przedziat
catkowania na kilka mniejszych podprzedziatow i stosujac w
kazdym z nich kwadratury z matym n.
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Ztozone kwadratury Newtona-Cotesa

Zlozony wzor trapezow Niech f € C?[a, b], xx = a+ kh,
k=0,1,..

[ 10 Z / = 5 {000 + )~ 127 ()

k=0
3 n—1

- hZ”f(xk 2 (G) = Talh) + RI()
k=0

min f'(¢k) < nkzz;)f"(Ck) < max f' ()

n—1
I @ =110, ce@b)
k=0
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Ztozone kwadratury Newtona-Cotesa

. h3 n- h3
R, (f) = f'(¢k) = 2 -1 (), ¢€(ab).
=0
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Ztozone kwadratury Newtona-Cotesa

Ztozony wzor Simpsona Niech f € C*[a, b], xx = a+ kh,
k=0,1,...,n, h= 222 mjest liczbg podziatéw 2m = n.

m—1i

/: f(x)dx = /XZHZ

> = (2000 + #0001) + 1) 9060}
= Salh) + ()
2h T
Sm(f) = & 2_(FOxx) + 4 (Xeks1) + F(Xok+2))
k=0
5 m—1 5
RO = —ao S0 1O(G) =~ 19(Q), ¢ < (ab).
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Ztozone kwadratury Newtona-Cotesa

W pewnych przypadkach korzystajgc z oszacowania reszty
kwadratury mozna wyznaczy¢ liczbe podprzedziatéw m, na
ktére nalezy podzieli¢ przedziat catkowania, aby osiggna¢
zadang doktadnos$¢ e.

Jezeli jest to niemozliwe lub oszacowanie jest zawyzone,
woéwczas nalezy oblicza¢ wartosci kolejnych kwadratur

Qm, (), Qm,(f), Qmy(f), . . .. Obliczenia nalezy wykonywac az
spetniony bedzie warunek

|Qm, (f) — Qm,_; (F)]
| Qm, (£)]
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