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Rozwigzywanie rownan nieliniowych

Dana jest funkcja f : R — R. Na przyktad f(x) = x — tg x.
Szukamy takiego r € R, dla ktérego

f(r)=0.

Bedziemy rozwaza¢ metody iteracyjne. Metody te konstruuja
cigg przyblizen xg, X1, X0, . .. wedtug reguty

Xpy1 1= P(Xn),

taki, ze .
lim xp,=r.
n—oo

Mowimy o metodzie, ze jest zbieZzna globalne jesli
konstruowany ciag przyblizen {x,} jest zbiezny do r przy
dowolnych przyblizeniach poczgtkowych.



Literatura Rozwigzywanie réwnan nieliniowych Podsumowanie
o] 0O@000000000 00000000

Metoda bisekcji (potowienia)

Zatozenia: f jest funkcja ciagta w [a, b] i f(a)f(b) < 0 (f zmienia
znak).

f(ao)f(bo) <0

1

Warunek konca: |b, — an| < 6, |f(cn)| < e.

Zam
@7
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Metoda bisekcji (potowienia)
Dane: a, b, M, 4, ¢
Wyniki: k.7, f(7)
u — f(a); v f(b);
e—b-a
if sgn(u) = sgn(v) then
return error;
end if
for k — 1to Mdo
e— e/2;
c—a+e;
w — f(c);
if |e|] < dor|w| < ethen
return k, c, w
end if
if sgn(w) # sgn(u) then
b—c,Vv«—w;
else
a+« Cc, U+ w;
end if

end for

Podsumowanie
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Metoda bisekcji (potowienia)

Twierdzenie 1 (O zbieznosci metody bisekcii)
Niech [ag, bo], [a1, b2], - - -, [an, bn], - . . bedzie ciggiem
przedziatdw konstruowanych przez metode bisekcji. Wéwczas
istniejg granice lim,_. o, an,W lim,_. by i S sobie réwne,
reprezentujace zero r funkcji f. Jesli r = limp_ Cp i
Cn = %(a@n+ bn), to

Ir — ca| <27 (b — ay).

Przyktad

Niech [50, 63] bedzie przedziatem, w ktérym f ma pierwiastek.
Jaka jest liczba iteracji metody bisekcji, aby wyznaczy¢
pierwiastek z bledem wzglednym 10~12?

|f—r‘Cn| < ‘r;OCn < 27(n+1)£ <1012,

Rozwigzujgc powyzszg nierownosc otrzymujemy n > 37.

W
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Metoda Newtona (metoda stycznych)

Zatozenia: f € C?[a, b], f'(r) # O (r jest pierwiastkiem
jednokrotnym). flan)

, FA
Warunek konca: |xp1 — Xn| < 6, |[f(Xp11)] < e



Literatura Rozwigzywanie réwnan nieliniowych Podsumowanie
o 00000@00000 00000000

Metoda Newtona (metoda stycznych)

Dane: xg, M, 6, ¢
Wyniki: k,F, f(F)
v — f(x0);
if |v| < ethen
return 0, xg, v;
end if
for k — 1to Mdo
X1 — xo — v/f (%);
v — f(x1);
if |x1 — x| <dor|v| <ethen
return k, x4, v;
end if
Xo < X1,
end for

Powyzsza algorytm korzysta z funkgji liczacych f(x) i f (x).

Jamy
@7
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Metoda Newtona (metoda stycznych)
Definicja Niech {x,} bedzie ciagiem zbieznym do r. Jesli
istniejg state 0 < C < oo, a > 1 i liczba naturalna N, takie, ze

Xo1 — 1| < Clxa— ] (n> N),

to moéwimy, ze wyktadnik zbieznosci jest rzedu a.
o =1 — zbieznos$¢ liniowa, C < 1.

o = 2 — zbiezno$¢ kwadratowa.

a = 3 — zbiezno$¢ szescienna.

Twierdzenie 2 (O lokalnej zbiezno$ci metody Newtona)

Niech f € C?[a, b] i r bedzie jednokrotnym pierwiastkiem f.
Wtedy istnieje otoczenie r i stata C i jesli przyblizenie
poczatkowe xg nalezy do otoczenia r, to cigg konstruowanych
przez metode Newtona przyblizen {x,} spetnia

Xne1 — 1] < |Clxm — )P

Ponadto limp_oo Xp = .
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Metoda Newtona (metoda stycznych)
Przyktad

f(x) = (x/2)? + sin x. Wyznaczy¢ metoda Newtona zero f w
przedziale [1,5, 2] z doktadnoscig 6 = 0.519 — 5. xo = 1.5.

Xn h,

n n |Xn —r
0 1.5 0.6439 —0.43374
1 2.14039 —0.18838 0.26644
2 1.95201 —0.018808 0.0111825
3  1.93393 —0.00018 0.00018
4 1.983375 <519—6 <519—6

Metoda bisekcji wykonata 17 iteracjidlaa=1.5ib = 2.

Twierdzenie 3

Niech [a, b] bedzie przedziatem takim, ze f(a) i f(b) maja
przeciwne znaki, f' (x) jest ciggta i nie zmienia znaku na [a, b],
styczne do krzywej f(x) poprowadzone w punktach o odcietych
ai b przecinajg OX wewnatrz przedziatu [a, b], wowczas f ma
doktadnie jedno zero w [a, b] i metoda Newtona jest zbiezna do
r dla dowolnego punktu startowego xp € [a, b].
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Metoda siecznych

Zatozenia: f € C?[a, b), f (r) # O (r jest pierwiastkiem
jednokrotnym).

F@pg1)

Aproksymujemy f'(x,) ~ %

Xn — Xn_
X1 :xn_ﬁf(xn) =Xp+hy (n>1), Xo,X dane.

Jamy
@7

Warunek konca: |xp 1 — Xn| < 6, |[f(Xn11)] < e
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Metoda siecznych

Dane: a, b, M, ¢, ¢
Wyniki: k,F, f(F)
fa — f(a); fo — f(b);
for Kk — 1to Mdo
if |fa| > |fb| then
a« b; fa+ fb;
end if
s— (b—a)/(fb— fa);
b« a; fb — fa;
a—a-faxs;
fa — f(a);
if |[b—a| <dor|fa <ethen
return k, a, fa;
end if
end for

Powyzsza algorytm korzysta z funkgciji liczacej f(x).
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Metoda siecznych

Twierdzenie 4 (O lokalnej zbieznosci metody siecznych)

Niech f € C?[a, b] i r bedzie jednokrotnym pierwiastkiem f.
Witedy istnieje otoczenie r i stata K i jesli przyblizenia
poczatkowe Xy, Xy halezg do otoczenia r, to cigg
konstruowanych przez metode siecznych przyblizen {x,}

spetnia Xt — 1] < |K(xn — r)’(1+\/§)/2.

Ponadto limp_o Xp = .

Jamy
@7
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[ metody [ zbiezno$¢ | wyktadnik o [ uwagi ]
bisekcji globalna 1 stosowac hybrydowo
siecznych lokalna | (1 ++/5)/2~1.618...

Newtona lokalna 2 koniecznoé liczenia ' (x)
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Dowdd Twierdzenia 1

Konce generowanych przedziatéw spetniajg zaleznosci

G<La<a<--<h
bo=by 2b>--- 2> a
bn —an = %(bn—1 —an-1) =2""(by — &)

Poniewaz ciag {an} (odp. {bn}) jest rosnacy (odp. malejacy) i ograniczony z géry (odp.
dotu), wiec zbiezny. Zatem

lim by — lim an= I|m 27 "(by — ag) =0
n—

n—oo n—oo

Stad limp—co by = limp—co an = r. Przechodzac do granicy w nieréwnosci

0 > f(an)f(bn), otrzymujemy 0 > [f(r)]2. Co implikuje f(r) = O (zbieznos¢).

Niech [an, bn] bedzie przed2|aiem wygenerowanym przez metode bisekcji. Jesli
warunek konca jest juz spetniony, oczywiscie r € [an, bn], wowczas najlepszym
przyblizeniem pierwiastka r jest Srodek przedziatu ch = (an + bn)/2. Btad mozemy
oszacowac¢ nastepujaco:

1
Ir —cnl < E(bn —ap) = 2—(n+1)(b0 —aqy) O
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Dowéd Twierdzenia 2

(wyktadnik zbieznosci) Przez btad rozumiemy wielko$¢ en = xp — r.

_ _ fxn) f(Xn) _ enf (Xn) — f(Xn)
€ni1 = Xny1 — ' = Xn — f/(Xn) —r=e6en— f/(Xn) = f’(xn) .

Rozwijamy f w szereg Taylora w otoczeniu x,
/ 1 11 ’ 1 11
f(r) = f(xn) + f (xn)(r — Xn) + Ef (C)(r = xn)? = f(xn) — f (Xn)en + Ef (¢n)és
Cn jest liczba lezaca miedzy r i xp.
/ 1 1
0=f(r)=f(xn) — f (Xn)en + of (¢n)e?

Przeksztatcajac powyzsze rownanie otrzymujemy

/7 1 " 2

f (Xn)en — f(xn) = §f (¢n)e;

enf/ (Xn) f(Xn) 1 f”((n) 2 1f (r) 2 2 ;
€ny1 = == e, ~ - e;, = Cej, (zaktadamy, ze xp — r Y
s f/(Xn) 2 f/(Xn) " 2 n n Y n ) ‘\!\
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Dowdd Twierdzenia 2 ...

(zbieznosc) Zdefiniujmy c(4) zalezne od &

1
c(d) = > ‘Xm;el‘>25| (X)|/‘ m|n |f x)| (6 >0).

Wybierzmy § (zmniejszajac warto$¢), takie, ze 6¢c(d) < 1. Mozna to zrobi¢, poniewaz

jak 6 — 0, ¢(6) — ; ‘|ff (('))I‘ to dc(d) — 0. Ustalmy ¢ i potézmy p = dc(d). Zatézmy, ze
Xp jest punktem startowym metody Newtona spetniajacym |xg — r| < 6. Wtedy |eg| <

i|¢o—r| <4.Stad
_ (CO) < C((S)
f'(xo)
Pokazemy, ze kolejne przyblizenie x4 lezy w otoczeniu r.
Ixi — r| = les| < €5c(5) = |eolleo|c(8) < |eol5c(8) = |eo|p < |€o] < &

5

Stad le1] < pleol.
Uogolniajac len| < plen—1] < pPlen—a| < ---p"leol.

Z faktu, ze p < 1 wynika limp— o p" = 0, w konsekwencji limp— o €n = 0. |
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Dowéd Twierdzenia 4

(wyktadnik zbieznosci) Przez btad rozumiemy wielko$é en = xp — r.
f(xn)—f(Xp—1) f(Xn)

f(xn) f(xn) €n Xn—Xp_1
ni1 =Xp1—Ir=Xn—F~—~.——=6©en— =
(%) = f(Xn—1) f(Xn) = f(Xn—1) f(Xn) = f(Xa—1)
Xn—Xn—1 Xn—Xpn—1 Xn—Xpn—1

Funkcje f mozna przedstawi¢ za pomoca wzoru interpolacyjnego Newtona

f(r)y = f(xn)+ %(r —Xn) + %f”((n)(r — Xp_1)(r — Xn)
R R P T

(n jest liczba lezgcg miedzy x,_1 i xp.

100) — f0n-1)

0=f(r) = f(xn) P

1 1
én+ Ef (¢n)en—1€n

Przeksztatcajac powyzsze rownanie otrzymujemy

f(Xn) — f(Xn,1) _ 1.
ﬁen —f(xn) = Ef (Cn)en—1€n
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Dowdd Twierdzenia 4 ...

Z twierdzenia o warto$ci $redniej otrzymujemy

’ f(Xn) — f(Xn_1) ’
f ~—— = f
(Xn) Xn — X1 (Un):
nn jest liczba lezaca miedzy x,_1 i Xn.
f(xXn)—f(Xp—1) .
. = (CON 1,
1 = 7On) —10p_1) T2f ()

Xn—Xn—1

Dla dostatecznie duzych njest (n =~ r, nn ~ r.

f//(r)
en1l = 5 |y | 1en-llenl = Clenilen
Twierdzimy, ze |€ns1] = K|en|P

lenl ~ Klen_1|P. Stad |en_1| ~ |en|'/PK—1/.
lens1| ~ Clen_1llen] ~ Clenllen|'/PK~1/P = Cles|!+1/PK~1/P.

Przyréwnujac stronami Kl|en|P ~ C|en‘1+1/pK—1/p

Po pogrupowaniu otrzymujemy
K'*1/P|ey|P ~ Clen|"*1/P &

&
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Dowdd Twierdzenia 4 ...

Z powyzszej rownosci dostajemy p = 1 + 1/p. Dodatnim pierwiastkiem réwnania jest
p = (1++/5)/2. Wyznaczymy K z réwnania K'*1/P = C. Z faktu, ze 1 + 1/p = p.
Otrzymujemy réwnanie KP = C. Ostatecznie K = C'/P i

lens1] < Klen|1+V3)/2,

(zbieznosc) Jak dla metody Newtona.

€

Zam
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Metoda bisekcji jest zbiezna liniowo

Niech r bedzie zerem funkciji, f(r) = 0.
Metoda bisekcji generuje ciag przyblizen (zob. Twierdzenie 1):

CO)C17C27"' n“_)”;ocn:ra

gdzie ¢, = & fbn,
Ponadto ’
|bni1 — a@nyt] = §|bn — anl, r € [an, bn).

Stad w najgorszym przypadku:
1 1 1
ent1] = [Crp1 — 1| & §|Cn —rl= §|Cn —r* = §|9n\u7

gdziea=1,C=1}<1.
Zatem metoda jest zbiezna liniowo.
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