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Bedziemy rozpatrywaé metody iteracyjne postaci:
Xnt1 = ®(xn) (n>0),

gdzie ¢ : R — R, xp jest poczatkowym.

Przyktad

W metodzie Newtona, dla zadania f(x) = 0, & ma nastepujaca postac:
f(x)

d(x) =x — Fx)
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Punkt staty

Oczywiscie X1 := ®(x,) moze generowac ciagi rozbiezne.
Zatézmy, ze lim,_., X, istnieje i jest skonczona, mianowicie

nanclo Xn = Q.
Jesli ¢ jest ciggta, to:
®(a) = &(lim xn) = lim &(xa) = lim Xpi1 = .
Zatem
d(a) = a.

Punkt o nazywamy punktem statym funkcji ¢.
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Zbieznos$¢, rozbieznosé

Przyktad

Niech f(x) = x'/3. Zastosujmy
metode Newtona dla f(x) = 0,
f(0) = 0. Zatem

X1/3

— = —2X.
Tx-2/3

d(x) =x —

Punktem statym (jedynym) metody
® jest o = 0. Metoda ¢ jest
zbiezna do « dla xo = 0. Dla

Xo # 0 jest rozbiezna.
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Odwzorowanie zwezajace

Pytanie: Kiedy ¢ jest zbiezna?
Definicja

Niech ¢ : D — D odwzorowuje pewien
zbior domkniety D C R w siebie. Funkcja
o jest odwzorowaniem zwezajgcym, jesli @
istnieje liczba X\ € [0, 1) taka, Ze

a b x

|®(x)—d(y)| < A|x—y| dladowolnych x,y € D.
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Zbieznos¢ metod iteracyjnych

Twierdzenie (o0 kontrakciji)

Niech D C R bedzie podzbiorem domknietym. Jesli ¢ : D — D jest
odwzorowaniem zwezajgcym zbioru D w siebie, to & ma jedyny punkt
staty o.. Ponadto « jest granicg kazdego ciggu otrzymanego za pomocg
Xn+1 = ®(Xp) Z punktu poczgtkowego x € D.
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Odwzorowanie zwezajace
Przyktad

Rozwazmy X, :=3 — %|Xn|,
®(x) =3 — 3|x|. *

1 1
900) = ®(¥)] = 13— 51X =3+ Sy

Zo :

= wi< x oy
=3 Yirs aix =i

Stad \ = }, D jest dowolnie szeroki i ®
jest odwzorowaniem zwezajgcym.
d(a) = a = a = 2 (punkt staty).

Zam
2



Zbieznosc¢
Przyktad

Rozwazmy rownanie 2x = 2* (pierwiastki
rn =1, rn=2). Zastosujmy do
wyznaczenia pierwiastkow X, 4 = 2%~
(x =2 =21),

d(a) = a = a1 = 1,02 = 2 (punkty state).

1 jesli xp € (—o0, 1],
1 jedlixge(1,2),

Metody iteracyjne
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2 jeslixo =2,
+oo  jeslixg € (2, +00).
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Zbieznos¢
Twierdzenie
Przypuscémy, Ze rownanie x = ®(x) ma pierwiastek a, tj. « = ®(«a), « jest
punktem statym. Niech w przedziale | = {x : |x — «| < '} istnieje
pochodna ®'(x) taka, ze |9'(x)| < p < 1. Wtedy dla kazdego xp € |

(i) xpel,n>1,
(”) ||mn_>oo Xn = Q,
(iii) « jest jedynym punktem statym odwzorowania ¢ w |.

Dowod.
Z twierdzenia o warto$ci Sredniej i 0 kontrakgcji

|&(x) — d(y)| = [®'(&x)]|x — | < p|lx — y| dla dowolnych x, y € |,

gdzie p = A < 1. ]
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Zbieznosé

Przyktad

Rozwazmy metode Newtona dla f(x) = 0, gazie f(x) = xP,pe N, p> 2
(r = 0 jest pierwiastkiem wielokrotnym). Zatem

flx) xP p—1

= X.

CD(X) =X = f’(X) =X po—1 p

Oczywiscie |¢'(x)| = &1 < p < 1 dla dowolnego x € R. Stad o = 0 jest

jedynym statym o. on%dto limn_oo Xn = a, punkt poczgtkowy x, jest
dowolny.
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Zbieznosé

Przykfad (cd...)

Jaki jest wyktadnik zbieznosci metody X, 1 = %x,, 2,

— 1
s = al = E—= x| =

p

P i, —al = Clxy— al,

gdzie C = 51 € (0,1) i wykfadnik zbieznosciy = 1. Stad metoda jest
zbiezna liniowo.

Nalezy zauwazyc, Zze metoda Newtona jest zbiezna kwadratowo (v = 2)
jeslif'(r) # 0.
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Zbieznos¢
Przyktad
Rozwazmy rownanie x + In x = 0. Zastosujmy do metode x,.1 :=e *,
®(x) = e %, do wyznaczania jego pierwiastkow r.

Sprawdzmy czy rzeczywiscie mozna zastosowac te metode, tj. czy
jednym z punktow statych jest r

Ola)=a,e=a, —a=Ina, a+Ina=0.
Zatem punkty state ® pokrywajg sie z pierwiastkami rownania.
Sprawdzmy warunek dostateczny zbieznosci:
&' (x)|=|—e*|<1dax>0.

Zatem dla kazdego xo > 0 metoda zbiega do jedynego punktu statego a .
(pierwiastka r).
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Zbieznosé

Twierdzenie

Niech p-ta pochodna ¢P)(x) funkgji iteracyjnej ®(x) bedzie ciggta w
pewnym otoczeniu .. Metoda x,, .1 := ®(x,) jest zbiezna do « i jest
rzedu p wtedy i tylko wtedy, gdy

da)=a, ¥DV(a)=0j=1,...,p—1, &P(a)#£0.

Ponadfto stata zbieznosci C = %

(dlap =1, ®P)(a) # 0, C musi by¢ takie, ze |C| < 1).
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Zbieznosc
Dowdd (szkic).
Rozwinmy funkcje ® (xp;1 := ®(xn))w szereg Taylora wokét punktu «:
& — & o) o~ 1)(0‘) p—1 ¢,(p)(€) p
(x) = ®(a) + N @)(x = a) o "X @) SR - a)P,
gdzie ¢ lezy migdzy x i . Potézmy x = x,. Zatem
(p—=1) (p)
®(xp) = d(a) + V(@) (Xn—a) + - - L) (X0 — )P~ + L(f)(x,, — ).
MRS p!
(<) Z zatozenia (X511 := ®(xn), P(a) = o, V() = 0, () # 0) dostajemy:
»P »P) ®P
€ny1 = Xpp1 — Q= #(X —a)f = |(£) eh ~ p|(a) eh = Cef.
Zbieznos¢ ¢ z wniosku z twierdzenia o kontrakcji (®'(a) < 1). (=) Ze zbieznosci i definicji wyktadnika @

zbiezno$ci. 0
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