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Pierwiastki wielomiandw
Dany jest wielomian w postaci naturalnej
p(z) = anz" + ap 12"+ + @Z° + a1z +a, an#0,

gdzie wspoétczynniki ax i zmienna z moga byé liczbami
zespolonymi (ax, z € C)

Twierdzenie 1 (Zasadnicze twierdzenie algebry)
Dowolny wielomian stopnia n > 1 nad ciatem liczb zespolonych
ma co najmniej jeden pierwiastek zespolony.

Jedli ax € R, pierwiastki wystepujg w parach sprzezonych.
Dzielgc wielomian p(z) (n > 1) przez czynnik liniowy (z — ¢)
olrzymamy p(z) = (z-c)a(2) + R,

g(z) jest wielomianem stopnia n — 1, a R jest reszta.
Jesliz=c, top(c)=R.

Jesli ¢ jest pierwiastkiem wielomianu p,to R =01

p(z) = (z = ¢)a(2). “
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Pierwiastki wielomiandéw
Jezeli ry jest pierwiastkiem p, to p mozemy zapisaé
p(z) = (z — n)ai(2).
Zgodnie z Zasadniczym Twierdzeniem gy ma pierwiastek r»

(chyba, ze jest wielomianem zerowego stopnia). Mozemy wiec
podzieli€¢ g4 przez czynnik liniowy z — r i otrzymamy

p(z) = (z — n)(z — r2)q2(2).
W kazdym kroku tego procesu zmniejszamy stopien gk o jeden,
az g, bedzie statg. Ostatecznie otrzymamy rozktad p
p(2) =(z—r)(z=12)---(Z2—rn)gn.
Zatem p ma n pierwiastkéw zespolonych (kazdy pierwiastek

liczymy tyle razy ile wynosi jego krotnosc).
Jesli ax € R, pierwiastki wystepujg w parach sprzezonych.
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Lokalizacja pierwiastkdw wielomianow

Twierdzenie 2
Wszystkie zera wielomianu
p(z) = anz" + ap_12" ' + - + a2? + a1z + ag leza wewnatrz

kota 1
zeC: |z|<p=1+]a agl}
{zeC:jzf<p="1+]an"" max |a}
Przyktad
Znalez¢ koto zawierajgce wszystkie zera wielomianu

p(z)=z*—4z22+722 -5z - 2.

Promien kofa p=1+ |a4|‘1 Maxo<k<4 |ak| =8.
Rozpatrzmy funkcje s(z) = z"p(1/z). Wtedy
n

s(z) = 2" [an <l> + ap1 (l)rH ++a

= ap+ap1z+apoz’+---+apz"

Oczywiscie: p(zg) = 0 < s(1/2p) = 0dla zy # 0. i
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Lokalizacja pierwiastkdw wielomianow

Twierdzenie 3

Jezeli wszystkie zera wielomianu s lezg w kole

{z € C : |z| < p}, to wszystkie niezerowe zera wielomianu p
leza na zewnatrz kota {z € C : |z| < p~ '}

Przyktad

Znalezc koto, w ktérym nie ma zer wielomianu p

p(z)=2z*—4z2>+722 -5z -2,
Wielomian s ma postac
s(z) = —2z* - 528 + 772 — 4z + 1

Zera s lezg w kole o promieniu

p=1+|as! maxo<k<4 |@k| = 9/2. Zera p lezg na zewngtrz
kota o promieniu 2/9. Stad wszystkie zera wielomianu p lezg w
pierscieniu2/9 < |z| < 8.
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Algorytm Hornera
Zatézmy, wielomian p jest dany w postaci

p(z) =anz"+ ap_12" '+ + a2’ + a1z + ap.

p mozemy zapisa¢ w postaci
p(z)=(...((anz+ an-1)z+ apn—2)z+---)z + ap.
Dla danego zy, algorytm Hornera wyznacza p(z;) oraz
wielomian q(z) = by + b1z + --- + b,_1 2" taki, ze
p(z) = (z — 20)q(2) + p(20)
Nieznane wspétczynniki by, wielomianu g wyznaczamy z
réwnania

anZ" + ap 12"+t @t aiz+a
= (z2—20)(bo + b1z + -+ + bp_12"") + p(20).

&
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Algorytm Hornera

Otrzymujemy  nastepujacy
uktad réwnan

Dane: n, z, &y, ..., an
Wynlkl ,D(Zo), bo, ey bn_1
an = bp1 b1 < ap;
an_1+29bh—1 = bpo for k < n— 1 downto 0 do
bx_1 + ax + Zobx;
: end for
ai+zoby = by return b_q, by, ..., bp_1;
a+ 20by = p(20) _ _
W recznych obliczeniach p(zy) i g(z) uzyteczna jest tabela
an an—1 ap—2 - aop
4 20bn—1  Zobp2 - Zobyg
bn—1 bn—2 bn—S T b—1
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Algorytm Hornera

Przyktad
Oblicz za pomoca algorytmu Hornera wartos¢ wielomianu p w
punkcie 3 i wielomian q(z)

p(z)=z*—4z2>+722 -5z -2
Konstruujemy tabele do recznych obliczen

1 -4 7 -5 -2
3 3 -3 12 21
1 1 4 7 19

p(38)=19,q9(z) =2 — 22 + 4z + 7,

p(z)=(z-3) (22— 22 +4z+7)+19.
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Zastosowanie metody Newtona

Przedstawimy teraz sposéb wykorzystania metody Newtona do
obliczania pierwiastkéw danego wielomianu p(z)

p(zx)

p'(zk)

Zk1 = Zk —

Jak efektywnie obliczy¢ p(zx) i p'(zx)?
Po zr6zniczkowaniu réwnosci p(z) = (z — 2p)q(z) + p(2p)
otrzymujemy  p'(z2) = q(z) + (z - 0) (2).
Nastepnie dla z = z; otrzymujemy
p (20) = q(2o).

Pochodna p'(zy) mozemy wiec obliczyé stosujac algorytm
Hornera uzywajac wspotczynnikdw by wielomianu q(z).
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Zastosowanie metody Newtona

Dane: n, zy, ag,...,an
Wyniki: p(z), p (20)
o< ap; B+ 0;
for kK < n— 1 downto 0 do
B < a+ zy3; {obliczanie p'(zo)}
o <+ ax + zpo; {obliczanie p(zp)}
end for

return «, 3;

Dane: n, zy, ap,...,an, M, €
Wyniki: p(r), p'(r), r
for k < 1to M do
[@, B] «+—HORNER(N, Z, 9, - - - , @n); {obliczanie p(z), p' (20)}
zy + 29 — a/B; {metoda Newtona}
if |z1 — zp| < e then
return o, 3, z4;

end if

end for
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Zastosowanie metody Newtona

Twierdzenie 4

Niech xx i X1 beda kolejnymi przyblizeniami skonstruowanymi
przez metode Newtona zastosowang do wielomianu p stopnia
n. Wtedy istnieje zero wielomianu p oddalone od x; w
ptaszczyznie zespolonej 0 co najwyzej n|xx — Xk 1/

Uwaga Aby wyznaczyc¢ pierwiastki zespolone wielomianu p(z)
za pomocg metody Newtona, musimy zaprogramowac¢ metode
Newtona w arytmetyce zespolonej.
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Deflacja czynnikiem liniowym
Po wyznaczeniu pierwiastka ry wielomianu p musimy
wyznaczy¢ pozostate pierwiastki ro, . . ., rp. ,Oddzielamy” wiec
obliczony pierwiastek ry, tzn. wyznaczamy wielomian q(z)

stopnia n —1 p(2) = (z - r)q(2).
Proces ten nazywamy deflacja.
Przyktad

Niech ri = 1 bedzie obliczonym pierwiastkiem wielomianu

p(z) = 28 + 22 — z — 1. Wykona¢ deflacje czynnikiem (z — 1),
tzn. wyznaczy¢ wielomian q(z) stopnia 2. Aby wyznaczy¢ q
stosujemy algorytm Hornera. Konstruujemy tabele do recznych

obliczen 11 -1 1
1 1 2 1
1 2 1 0
p(1) =0, q(z) = 22 + 2z + 1,
“

p(z) = (z—1)(22+ 2z +1).
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Deflacja czynnikiem liniowym

Po znalezieniu pierwiastka ry wielomianu p(z), np. metoda
Newtona, stosujemy deflacje czynnikiem (z — ry). Nastepnie
wyznaczmy pierwiastek ro, np. metodg Newtona,
zredukowanego wielomianu g (z) i ponownie wykonujemy
deflacje czynnikiem (z — r»). Proces kontynuujemy az
wyznaczymy wszystkie pierwiastki.
Uwagi o deflacji:
¢ pierwiastki powinny by¢ obliczane w kolejnosci
wzrastajgcych modutéw,
¢ pierwiastki obliczamy z maksymalng graniczng
doktadnoscia,

e kazdy obliczony pierwiastek 7 zredukowanego wielomianu
g(z) poprawiamy przez zastosowanie metody (np.
Newtona) do wielomianu p(z) z punktem startowym 7.
Dopiero po tym kroku stosujemy deflacje. @
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