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Interpolacja za pomoca wielomianow

Rozpatrzmy nastepujacy problem. Mamy dane n + 1 punktéw
(X, yi):

Wezly x;, i =0, ..., n, sg parami r6zne
Trzeba znalez¢ wielomian p € I, taki, ze

p(xi) =y (0<i<n).

Jamy
@7
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Interpolacja za pomocg wielomianéw
Gdybysmy chcieli otrzymac wielomian interpolacyjny w postaci
p(x) = a + ax + axx® + - + apx”,

spetniajgcy
p(xj)=yidla0<i<n.
Wowczas musimy wyznaczy€ n + 1 wspotczynnikow
aop, ay, . .., an. Co prowadzi do uktadu rownan z macierzg
Vandermonde’a, zle uwarunkowana,

1 x x¢ - XJ ao Yo
1 x3 x2 - X ay 7z

Yn

SS
3>

1 x5 x2 - X

Jamy
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Interpolacja za pomocg wielomianéw

Twierdzenie 1
Dla weztow x; i liczb y; istnieje doktadnie jeden wielomian
p € Ny spetniajgcy warunki interpolacii

p(xi) =y (0<i<n).

Zam
@7
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Interpolacja za pomoca wielomianow
Dowdd
Wprowadzmy wielomian /; stopnia n
bX— X 0 dlax=x
(x) = (x) = ik
h(x) _/—Ho X — X;’ h(x) = { 1 dax=x.
j#i

Otrzymujemy wielomian L, € I, spetniajgcy warunki

interpolaciji
n
X) = _yili(x), La(x) = Zy/ (%) =
i=0

(Jednoznaczno$¢) Zatézmy, ze istniejg dwa wielomiany
Ly, L, € M,. Spetniajgce warunki interpolacji. Zatem
(L1 = L2)(x) =0 (0 <j<n).

(Ly — Lp) € Ny i n+ 1 miejsc zerowych (sprzecznos¢). Stad
L1 = LQ.
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Posta¢ Lagrange’a wzoru interpolacyjnego

n n
X —X
Ln(x):zyiHX_Xj
i=0 j=0"" 7"

J#
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Interpolacja za pomocg wielomianow...

Twierdzenie 2 (Btad interpolacji wielomianowej)

Niech f € C"'[a, b] i niech p € M, bedzie wielomianem
interpolacyjnym na weztach xp, x1, ..., Xn € [a, b]. To istnieje
(x € (a,b) (zalezna od x) takie, ze

10 = P = g G0 T = ).
i=0

Przyktad

Jaki jest btad interpolacji funkcji f(x) = sin x za pomoca
wielomianu stopnia 9 w przedziale [0, 1].

Korzystamy z Twierdzenia 2. Szacujemy |f(19(¢)| <1,
N9 ,l(x — x)| < 1 dlax € [0,1].

If( 0(Cx)l
10!

1

7ol (x — x)| < <2810 —7.



Interpolacja za pomoca wielomianéw
000000800000 00000000

Dowdd Twierdzenia 2
Jezeli x jest weztem interpolacyjnym x;, to obie strony réwnania sie zerujg (w
twierdzeniu).
Ustalmy x taki, ze x # x; i zdefiniujmy funkcje ¢
n
wity=J(t-x), ¢=Ff—p—2aw.
i=0
A jest liczba rzeczywistg dobrang tak, aby ¢(x) = 0. Stad
A= (F(x) — p(x))/w(x).
¢ € C"'[a, b] i ¢ zeruje sie w n + 2 punktach x, xo, X1, . . . , Xn. Z twierdzenia
Rolle’a pochodna qb’ ma co najmniej n + 1 miejsc zerowych. Podobnie (;5” ma
co najmniej n miejsc zerowych. Stosujac dalej twierdzenie Rolle’a.
Dostajemy, ze #""' ma co najmniej jedno zero, powiedzmy ¢x € (a, b).
¢(n+1) — f(n+1) _ p(n+1) _ )\W(n+1) _ f(n+1) _ (n+ 1)|)\

Stad

0= 6 (G) = 740G — (m+ 1A = F70(G) = (-4 1 LB

Ostatecznie
1
T (n+1)!

n
) [[(x = x). O e
i=0 S
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llorazy réznicowe

Z Twierdzenia 1 wiemy, ze dla ré6znych weztdw Xg, X1, ..., Xp
istnieje doktadnie jeden wielomian p € I, interpolujacy f taki,
ze

p(xi) = f(x;) (0 <i<n)
Wielomian p mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowag
wielomianéw 1, x, x2, ..., x" (baza MN,). Jednak takie
przedstawienie nie jest zalecane, poniewaz prowadzi do uktadu

z macierzg Vandermonde’a (zadanie zle uwarunkowane).
Przedstawimy p w innej bazie N,

Q(x) = 1
a(x) = (x—Xxo)
QR(x) = (X —X)(x —x1)

an(x) = (X —=Xo)(X —Xx1) -+ (X — Xp_1) o)
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llorazy réznicowe

p(x) = ga(x).
j=0

Z faktu, ze p spetnia warunki interpolacji, otrzymujemy ukfad
réwnan z ktérego wyznaczamy ¢y, Cy, ..., Cp

> ciqi(xi) = f(x;) (0<i<n)
j=0

10 0 -0 Co f(xo)
1 gi(x) O - 0 ¢ | _ f(x1)
g qm) o ale) | Len || fom)
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llorazy réznicowe

Rozwigzujgc uktad z gory w dét wyznaczamy ¢y, ¢4, . . ., Cp.
Mozemy zauwazyc¢, ze ¢y zalezy od f(xp), ¢y zalezy od f(xp) i
f(x1) itd. ¢, zalezy od f w punktach xg, X1, ..., Xp.
Wprowadzimy notacje ¢, = f[xp, X1, ..., Xn]. f[X0, X1, - .., Xn] jEst

wspotczynnikiem przy g,. Poniewaz
An(X) = (X = Xo)(X = X1) -+ (X = Xp1) = X"+ -+

wiec f[xp, X1, . . ., Xn] jest wspétczynnikiem przy x" wielomianu
stopnia co najwyzej n interpolujacego f w weztach

X0, X1, - - -, Xn. Wielko$¢ f[xg, X1, . . ., Xp] bedziemy nazywali
ilorazem roznicowym opartym na weztach xg, X1, . . ., Xn.
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llorazy réznicowe
Np. f[xo] jest wspdtczynnikiem przy x° wielomianu stopnia 0
interpolujgcego f w xp.
flxo] = f(Xo)-

f[xo, X1] jest wspbtczynnikiem przy x! wielomianu stopnia < 1
interpolujgcego f w xg, X1
f(x1) — f(xo)

X1 — Xo (X - XO) = f(XO) + f[Xo,X1](X — XO)-

p(x) = H(x0) +
Ogolnie ¢; wyznaczamy z wczesniejszego uktadu réwnan

Co = f[Xo], Ci = f[Xo,X1] azdoc, = f[Xo,X1,. .. 7Xn].
Otrzymujemy postac Newtona wzoru interpolacyjnego

n n k—1
PxX) = cka(x) = flxo, x1, - xi] [ (x = X))
k=0 k=0 j=0

Jamy
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Literatura
o

llorazy réznicowe

Oczywiscie:
flxi] = f(xj), dla0 <i<n.

Twierdzenie 3 (llorazy réznicowe wyzszych rzedow)

llorazy r6znicowe spetniajg rownosc:
fX1, X2, ..., Xn] — f[X0, X1, -+, Xn_1]

flX0, X1, .., Xn] = X0 — X0
o

€

Zam
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Dowdd Twierdzenia 3
Niech bedzie wielomianem pj € My interpolujgcym f w weztach
Xo, - - -, Xk. Potrzebujemy wielomiandéw p, and p,_4. Niech
bedzie wielomianem g € ,_4 interpolujgcym f w weztach
X{y...,Xn. Wtedy
X — Xp
Xn — Xo

pa(x) = q(x) + (Q(x) = pn-1(x))

Po obu stronach réwnosci sg wielomiany stopnia < n. Wartosci
tych wielomianéw w punktach xg, X1, .. ., X, sg takie same, co
implikuje wielomiany muszg by¢ identyczne. Musze mie¢ wiec,
po obu stronach, identyczne wspétczynniki przy x" i te
wspotczynniki sg réwne. Wspotczynnik wielomianu stopnia < n

interpolujacego f w punktach xg, X1, ..., X, jest rowny
f[xo0, X1, ..., Xn]. Stad dostajemy
fIX1, X1, ..., Xn] — f[Xo, X1, - - ., Xp—
f[X0, X1, - - -, Xn] = X, X4 nl = X0, 1]

Xn — Xo
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llorazy réznicowe

Jezeli dana jest tablica warto$ci funkcji (x;, f(x;)), wéwczas
ilorazy réznicowe fatwo obliczamy konstruujac tablice tréjkatng
llorazy réznicowe rzedow 0, 1,2, 3 obliczamy

Xo
X1
X2
X4

flxo] = f[xo,x1] = flxo0, X1, %2] = f[x0, X1, X2, X3]
f[X1]£ f[X1,X2]£ f[X1,X2,X3] /‘

fixl/  flxe, x3]

flxs]
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llorazy réznicowe

Przyktad

Skonstruowac tablice ilorazow réznicowych dla wartosci z tabeli
x||38| 1]5]6
x)[1]-3][2]4

Korzystajac z Twierdzenia 3 konstruujemy tablice ilorazéw
réznicowych
3 1 2 -3/8 7/40
1 -8 5/4 3/20
5 2 2
6 4
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llorazy réznicowe

Twierdzenie 4
llorazy r6znicowe nie zaleza od kolejnosci weztow. Jesli
(20, 21, ..., 2n) jest permutacja (xo, X1, - . ., Xn), 10

flz0, 21, .., 2n] = f[X0, X1, .- ., Xn].

Dowdd

lloraz réznicowy f|zy, z1, . . ., Zn| jest rbwny wspotczynnikowi
przy x wielomianu stopnia < ninterpolujgcego f w weztach

2y, 21, - .., Zn. Podobnie lloraz réznicowy f[xg, X1, - . ., Xn] jest
rowny wspotczynnikowi przy x” wielomianu stopnia < n
interpolujgcego f w weztach xg, X1, . .., X,. Wielomiany
oczywiscie sg rowne wiec wspotczynniki sg rowne. O
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llorazy r6znicowe

Twierdzenie 5
Niech bedzie wielomianem p € I, interpolujgcym f r6znych
weztach xp, X1, ..., Xp. Jezeli t # x;, wtedy

f(t) — p(t) = fixo, X1, .., o, 1 [ [ (£ = x)).
/=0

Jamy
@7
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Dowdd Twierdzenia 5

Niech bedzie wielomianem g € N, 1 interpolujgcym f w
weztach xg, X1, . .., X, t. Wielomian g mozemy otrzymac z p
przez dodanie jednego czynnika (postaé Newtona)

n
q(x) = p(x) + fIx0, X1, -, Xn, ] [ [ (x = %)
j=0
Poniewaz q(t) = f(t) dla x = t. Zatem

f(t) — p(t) = fixo, X1, ..., xn, A [ J(t = %) O
j=0
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llorazy réznicowe

Twierdzenie 6
Jezeli f € C™'[a, b] i wezly xo, X1, ..., X, € [a, b]. Wtedy
istnieje ¢ € (a, b) taka, ze

1
f[X07X1) cee 7Xn] = Hf(n)(C)

Zam
@7
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Dowdd Twierdzenia 6
Niech bedzie wielomianem p € IM,_4 interpolujgcym f w
weztach xg, X1, ..., Xp_1. Z Twierdzenia 2 wynika, ze istnieje
¢ € (a, b) takie, ze

n—1

f(Xn) — p(Xn (©) ] (xa — X)) dla x = xq.
j=0

Z Twierdzenia 5 otrzymujemy
f(Xn) - p(Xn) = f[X07X17 . Xn] H X/ dla t = Xxp.

Poréwnujac te dwa réwnania dostajemy

1
f[X07X17"'7Xf7] = Hf(n)(C) [
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