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Postać s(x) dla x ∈ [xk−1, xk ], k ∈ [n]

s|[xk−1,xk ] ≡ pk ∈ Π3, k ∈ [n], zatem

s′′|[xk−1,xk ] ≡ pk ∈ Π1, k ∈ [n], s jest kawałkami liniowa na [x0, xn].

Zakładając, że dane są: s′′(xk−1) = Mk−1 i s′′(xk ) = Mk

wyznaczamy s′′|[xk−1,xk ] ze wzoru Lagrange’a

s′′(x) = Mk−1
x − xk

xk−1 − xk
+ Mk

x − xk−1

xk − xk−1
= Mk−1

xk − x
hk

+ Mk
x − xk−1

hk
,

gdzie hk = xk − xk−1.

Dwukrotnie całkujemy

s′(x) = Mk−1
(xk − x)2

−2hk
+ Mk

(x − xk−1)
2

2hk
+ A

s(x) = Mk−1
(xk − x)3

6hk
+ Mk

(x − xk−1)
3

6hk
+ A(x − xk−1) + B.

Musimy wyznaczyć stałe całkowania A i B.
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Postać s(x) dla x ∈ [xk−1, xk ], k ∈ [n]

Stałe A i B wyznaczamy z warunków interpolacji:
s(xk−1) = yk−1, s(xk ) = yk , (dwa równania dwie niewiadome)

s(xk−1) = Mk−1
(xk − xk−1)

3

6hk
+ B = yk−1

s(xk ) = Mk
(xk − xk−1)

3

6hk
+ A(xk − xk−1) + B = yk .

Zatem

B = yk−1 − Mk−1
h2

k
6
,A =

yk − yk−1

hk
+ Mk−1

hk

6
− Mk

hk

6
.

Wstawiamy wyznaczone A i B do

s(x) = Mk−1
(xk − x)3

6hk
+ Mk

(x − xk−1)
3

6hk
+ A(x − xk−1) + B.
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Postać s(x) dla x ∈ [xk−1, xk ], k ∈ [n]
Porządkując otrzymujemy

s(x) =
1
hk

(
1
6

Mk−1(xk − x)3 +
1
6

Mk (x − xk−1)
3+

(yk−1 −
1
6

Mk−1h2
k )(xk − x) +

(yk − 1
6

Mkh2
k )(x − xk−1)

)
xk ∈ [xk−1, xk ].

Do tej pory zakładaliśmy, że momenty M1, . . . ,Mn−1, czyli
s′′(xk ) = Mk , k ∈ [k − 1] są znane.
Wiemy, że naturalna funkcja sklejana 3-go stopnia spełniająca
dodatkowe warunki

s′′(x0) = s′′(xn) = 0.

Zatem M0 = Mn = 0.
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Wyznaczanie momentów M1, . . . ,Mn−1
Postać s′(x) dla x ∈ [xk−1, xk ] jest następująca

s′(x−0) = Mk−1
(xk − x)2

−2hk
+Mk

(x − xk−1)
2

2hk
+

yk − yk−1

hk
+Mk−1

hk

6
−Mk

hk

6
.

Postać s′(x) dla x ∈ [xk , xk+1] jest następująca

s′(x+0) = Mk
(xk+1 − x)2

−2hk+1
+Mk+1

(x − xk )
2

2hk+1
+

yk+1 − yk

hk+1
+Mk

hk+1

6
−Mk+1

hk+1

6
.

s′(x − 0) i s′(x + 0) dla xk

s′(xk − 0) = Mk
hk

3
+

yk − yk−1

hk
+ Mk−1

hk

6

s′(xk + 0) = −Mk
hk+1

3
+

yk+1 − yk

hk+1
− Mk+1

hk+1

6
.

Wymuszamy ciągłość s′

s′(xk − 0) = s′(xk + 0), k ∈ [n − 1].
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s′(xk − 0) = s′(xk + 0), k ∈ [n − 1].

hk

6
Mk−1 +

1
3
(hk+1 + hk )Mk +

hk+1

6
Mk+1 =

yk+1 − yk

hk+1
− yk − yk−1

hk

hk Mk−1 + 2(hk+1 + hk )Mk + (hk+1 + hk − hk )Mk+1 = 6
(

yk+1 − yk

hk+1
− yk − yk−1

hk

)
hk

hk+1 + hk
Mk−1 + 2Mk + (1 − hk

hk+1 + hk
)Mk+1 =

6
hk+1 + hk

(
yk+1 − yk

hk+1
− yk − yk−1

hk

)

Oznaczając hk
hk+1+hk

przez λk i 6
hk+1+hk

(
yk+1−yk

hk+1
− yk−yk−1

hk

)
przez dk (widać, że dk = 6f [xk−1, xk , xk+1]) dostajemy układ
n − 1 równań
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Wyznaczanie momentów M1, . . . ,Mn−1


2 1 − λ1
λ2 2 1 − λ2

. . . . . . . . .
λn−2 2 1 − λn−2

λn−1 2




M1
M2
...
Mn−2
Mn−1

 =


d1
d2
...
dn−2
dn−1


z którego wyznaczamy momenty M1, . . . ,Mn−1.
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