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Znaczna czes¢ wykladu zostata przygotowana na
podstawie ksiazki [1].
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Posta¢ Newtona wzoru interpolacyjnego
Postaé Newtona wzoru mterpolacyjnego jest nastepUcha

ZCkCIk Zf[xmxh-‘ Xk]HX Xj)-

WSpC,)Jszynniki Co = f[Xo], C = f[Xo,X1],. .
¢n = f[Xo0, X1, . .., Xn], wyznaczamy konstruujgc tablice tr6jkatng
ilorazéw réznicowych.
Konstrukcja wielomianu interpolacyjnego pn.1(x)
pa(xi) = yi (0<i<n)
Pnr1(Xi)) = i (O <i<n+ 1)

Wielomian p,,1(x) mozna przedstawi¢ w postaci
Pn+1(X) = Pn(X) + Cn1(X = Xo) - -+ (X — Xn).

Zatem wyznaczenie p,.1(Xx) na podstawie p,(x) wymaga
wyznaczenia ¢, 1 = f[Xp, ..., Xy 1] (lokalna modyfikacja). &
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Wielomiany Czebyszewa
Zgodnie z twierdzeniem ,,0 btedzie interpolacji"wielko$¢ btedu
zalezy od dwdch czynnikow 7+1(¢,) i N7 (x — x;). Na
pierwszy z nich raczej nie mamy wptywu. Drugi natomiast
zalezy od wyboru weztéw interpolacji. Zajmiemy sie wyborem
weziéw, aby

| Wny 1 ”[ab— max ‘H (X — X;)| — min,

gdzie wy,1(x) = [T7o(x — X)) = X" + - a|| - |ap jest
norma w przestrzeni funkcji ciagtych na [a, b].

Proces optymalizacji prowadzi do wielomianéw Czebyszewa
(I-szego rodzaju), ktére mozna zdefiniowac rekurencyjnie

To(x)=1 Ti(x) =
{ Toi1(X) =2xTh(x) — To—1(x) (n>1)
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Twierdzenie 1
Dla x € [ — 1, 1], wielomiany Czebyszewa mozna przedstawi¢ w

postaci
Th(x) = cos(narccos x) (n > 0).

Zam

€
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Dowéd Twierdzenia 1

Ze wzoru cos(a + f3) = cos acos 5 — sin asin 5 dostajemy

cos(n+1)0 = cosfcosnb — sinfsin nd

cos(n—1)0 = cosfcosnb + sin O sin nd
Dodajac powyzsze rownosci otrzymujemy
cos(n+1)0 = 2cos 6 cos nf — cos(n — 1)6.

Podstawiajgc 6 = arc cos x, x = cos 6, i definiujgc funkcje
fa(X) = cos(n arc cos x) tatwo zauwazy¢ (zob. rébwnos¢
powyzej), ze f, spetnia zaleznos¢ rekurencyjng

{ f(x) =1 fi(x) =x
for1(X) = 2xTa(X) = fo1(x) (= 1)
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Z Twierdzenia 1 wynikajg nastepujace wtasnosci wielomiandéw
Czebyszewa.

Wielomian Tp, n=1,2,..., ma zera r; jednokrotne rzeczywiste,
lezace w przedziale (—1,1) i rbwne

(2j+1)m

i = cos
/ 2n

j=0,1,...,n—1.

T, ma réwniez n + 1 punktéw ekstremalnych y; w przedziale
[ - 17 1]

yj:cos% j=0,1,....n, Tn(}’j):(_1)j-
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Wielomiany Czebyszewa

Latwo sprawdzi¢, ze wspoétczynnik a, przy najwyzszej potedze
W Th(x) = apx" + - - - jest réwny 2", Zdefiniujmy wielomian

5 1

Ta(x) = 2,7—_1T,,(x) =(X—Xx0)(X = X1) -+ (X = Xp_1),

gdzie x; sg zerami wielomianu Czebyszewa T,(x).

Twierdzenie 2

Sposrod wszystkich wielomianéw stopnia n o wspétczynniku
przy najwyzszej potedze rownym 1, wp(x) = x"7 + - -,
wielomian T, ma najmniejsza norme

1

o=t =l Tnlli-1.0= P [ Th(x)] < P [Wn(X)| =l Wa [[[-1,1]
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Wielomiany Czebyszewa
Rozpatrzmy problem interpolacji w przedziale [ — 1,1].
Oczywiedcie wezty x; nalezgdo [— 1,1]. Jezelix e [—1,1] to
(zob. twierdzenie “O btedzie interpolacji”)

1
f _
xen[]fi(,1]| (X)=p(x)| (n+1)! xe[-1,1] xe[—1,1]

IN

Z twierdzenia 2 wiemy, ze maxyc[—1.1] [lLo(x — x;)| > 27" oraz
ze wartos¢ minimalma jest osiggana dla wielomianu

Tri1(X) = Thpq(x)/2". Otrzymujemy wiec twierdzenie o
optymalnym doborze weztdéw interpolaciji.

Twierdzenie 3
Jezeli w przedziale [ — 1, 1] za wezty interpolacji x; przyjmiemy
zera wielomianu Czebyszewa T,. 1, wowczas

1

f — f(x o (n+1 )
I 7P I max, 1F00)=P00) < gy oo, 117 (0)

max [fM)(x)] max \Hx X;)|.
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Funkcje sklejane

Zadanie interpolacji za pomoca funkcji sklejanych 3-go stopnia
mozemy sformutowac nastepujgco.
Dla danych n+ 1 punktow (x;, i) (@=Xp < Xy < ... < Xp = b)
znalez¢ funkcje s spetniajacg warunki:

1. s € C?[xp, Xn],

2' S‘[Xk,hxk] = pk S I_I3 (1 S k S n)a

3. S(Xk) = Yk (0 <k< n).

Jezeli funkcja s spetnia

s'(x) =5 (x) =0,

to s jest naturalng funkcjg sklejang 3-go stopnia.

Jamy
@7
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Funkcje sklejane

Twierdzenie 4

Dla dowolnych n, xp < x1 < --- < Xpn, Y0, Y1, - - -, Yn iStnieje
doktadnie jedna funkcja sklejana 3-go stopnia spetniajgca
dodatkowe warunki s"(x0) = 8" (xn) = O.

Wartosci My =" (xx) (0<k<n), My=M,=0
spetniajg uktad n — 1 réwnan liniowych
M4 +2Mk—|—(1 —)\k)M/ﬁq = 6f[Xk_1 , Xk, Xk+1] (1 <k <n-1 ),

gdzie A = hk/(hk + hk+1), hx = Xk — Xk—1.
Ponadto . /1

S(x) = pk(x) = e (GMk1(Xk - X)3 + %MK(X — Xk71)3+

’
(Vk—1 — éMk71hi)(Xk —X)+

Jamy
@7

1
(}’k — éMkhlz()(X - Xk—1)) Xk € [Xk—1an]'
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Wyznaczanie funkcji sklejanej 3-go stopnia

krok 1. Obliczy¢ ilorazy roznicowe dx = 6f[Xk_1, Xk, Xk11]
dak=1,...,n—1, gdzie

XX 1] = FIXe—1,%]
fIXk=1, Xk, Xk41] = x:+1—xk_1 :

krok 2. Obliczy¢ A\ = hx/(hx + hxy1)dlak =1,...,n—1.
krok 3. Wyznaczy¢ M dla k = 1,...,n— 1 rozwigzujgc
ukfad (metodg przegnania, ktérg oméwimy

i poézniej) o i i i
2 1=\ M; a;
)\2 2 1-— )\2 M2 d2
)\n72 2 11— >\an Mnfz dn72
i An—1 2 [ [ Myy | | dn ]

Macierz powyzszego uktadu jest diagonalnie silnie dominujgca
(2 > |Xk| + |1 — A])- Stad jest nieosobliwa.
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