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Postać Newtona wzoru interpolacyjnego
Postać Newtona wzoru interpolacyjnego jest następująca

pn(x) =
n∑

k=0

ckqk (x) =
n∑

k=0

f [x0, x1, . . . , xk ]
k−1∏
j=0

(x − xj).

Współczynniki c0 = f [x0], c1 = f [x0, x1],. . .,
cn = f [x0, x1, . . . , xn], wyznaczamy konstruując tablicę trójkątną
ilorazów różnicowych.
Konstrukcja wielomianu interpolacyjnego pn+1(x)

pn(xi) = yi (0 ≤ i ≤ n)
pn+1(xi) = yi (0 ≤ i ≤ n + 1)

Wielomian pn+1(x) można przedstawić w postaci
pn+1(x) = pn(x) + cn+1(x − x0) · · · (x − xn).

Zatem wyznaczenie pn+1(x) na podstawie pn(x) wymaga
wyznaczenia cn+1 = f [x0, . . . , xn+1] (lokalna modyfikacja).
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Wielomiany Czebyszewa
Zgodnie z twierdzeniem „o błędzie interpolacji"wielkość błędu
zależy od dwóch czynników f n+1(ζx) i Πn

i=0(x − xi). Na
pierwszy z nich raczej nie mamy wpływu. Drugi natomiast
zależy od wyboru węzłów interpolacji. Zajmiemy się wyborem
węzłów, aby

∥ wn+1 ∥[a,b]= max
x∈[a,b]

|
n∏

i=0

(x − xi)| → min,

gdzie wn+1(x) =
∏n

i=0(x − xi) = xn+1 + · · · a ∥ · ∥[a,b] jest
normą w przestrzeni funkcji ciągłych na [a,b].
Proces optymalizacji prowadzi do wielomianów Czebyszewa
(I-szego rodzaju), które można zdefiniować rekurencyjnie{

T0(x) = 1 T1(x) = x
Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) (n ≥ 1)
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Wielomiany Czebyszewa
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Wielomiany Czebyszewa

Twierdzenie 1
Dla x ∈ [− 1,1], wielomiany Czebyszewa można przedstawić w
postaci

Tn(x) = cos(n arc cos x) (n ≥ 0).
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Dowód Twierdzenia 1
Ze wzoru cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ dostajemy

cos(n + 1)θ = cos θ cosnθ − sin θ sinnθ
cos(n − 1)θ = cos θ cosnθ + sin θ sinnθ

Dodając powyższe równości otrzymujemy

cos(n + 1)θ = 2 cos θ cosnθ − cos(n − 1)θ.

Podstawiając θ = arc cos x , x = cos θ, i definiując funkcję
fn(x) = cos(n arc cos x) łatwo zauważyć (zob. równość
powyżej), że fn spełnia zależność rekurencyjną{

f0(x) = 1 f1(x) = x
fn+1(x) = 2x fn(x)− fn−1(x) (n ≥ 1)

Zatem fn = Tn.
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Z Twierdzenia 1 wynikają następujące własności wielomianów
Czebyszewa.
Wielomian Tn, n = 1,2, . . ., ma zera rj jednokrotne rzeczywiste,
leżące w przedziale (−1,1) i równe

rj = cos
(2j + 1)π

2n
j = 0,1, . . . ,n − 1.

Tn ma również n + 1 punktów ekstremalnych yj w przedziale
[− 1,1]

yj = cos
jπ
n

j = 0,1, . . . ,n, Tn(yj) = (−1)j .
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Wielomiany Czebyszewa

Łatwo sprawdzić, że współczynnik an przy najwyższej potędze
w Tn(x) = anxn + · · · jest równy 2n−1. Zdefiniujmy wielomian

T̃n(x) =
1

2n−1 Tn(x) = (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn−1),

gdzie xi są zerami wielomianu Czebyszewa Tn(x).

Twierdzenie 2
Spośród wszystkich wielomianów stopnia n o współczynniku
przy najwyższej potędze równym 1, wn(x) = xn + · · · ,
wielomian T̃n ma najmniejszą normę

1
2n−1 =∥ T̃n ∥[−1,1]= max

x∈[−1,1]
|T̃n(x)| ≤ max

x∈[−1,1]
|wn(x)| =∥ wn ∥[−1,1] .
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Wielomiany Czebyszewa
Rozpatrzmy problem interpolacji w przedziale [− 1,1].
Oczywieście węzły xi należą do [− 1,1]. Jeżeli x ∈ [− 1,1] to
(zob. twierdzenie “O błędzie interpolacji”)

max
x∈[−1,1]

|f (x)−p(x)| ≤ 1
(n + 1)!

max
x∈[−1,1]

|f (n+1)(x)| max
x∈[−1,1]

|
n∏

i=0

(x−xi)|.

Z twierdzenia 2 wiemy, że maxx∈[−1,1] |Πn
i=0(x − xi)| ≥ 2−n oraz

że wartość minimalma jest osiągana dla wielomianu
T̃n+1(x) = Tn+1(x)/2n. Otrzymujemy więc twierdzenie o
optymalnym doborze węzłów interpolacji.

Twierdzenie 3
Jeżeli w przedziale [− 1,1] za węzły interpolacji xi przyjmiemy
zera wielomianu Czebyszewa Tn+1, wówczas

∥ f−p ∥[−1,1]= max
x∈[−1,1]

|f (x)−p(x)| ≤ 1
2n(n + 1)!

max
t∈[−1,1]

|f (n+1)(t)|.
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Funkcje sklejane
Zadanie interpolacji za pomocą funkcji sklejanych 3-go stopnia
możemy sformułować następująco.
Dla danych n + 1 punktów (xi , yi) (a = x0 < x1 < . . . < xn = b)
znaleźć funkcję s spełniającą warunki:

1. s ∈ C2[x0, xn],
2. s|[xk−1,xk ] ≡ pk ∈ Π3 (1 ≤ k ≤ n),
3. s(xk ) = yk (0 ≤ k ≤ n).

Jeżeli funkcja s spełnia

s
′′
(x0) = s

′′
(xn) = 0,

to s jest naturalną funkcją sklejaną 3-go stopnia.
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Funkcje sklejane
Twierdzenie 4
Dla dowolnych n, x0 < x1 < · · · < xn, y0, y1, . . . , yn istnieje
dokładnie jedna funkcja sklejana 3-go stopnia spełniająca
dodatkowe warunki s

′′
(x0) = s

′′
(xn) = 0.

Wartości Mk = s
′′
(xk ) (0 ≤ k ≤ n), M0 = Mn = 0

spełniają układ n − 1 równań liniowych
λkMk−1+2Mk+(1−λk )Mk+1 = 6f [xk−1, xk , xk+1] (1 ≤ k ≤ n−1),

gdzie λk = hk/(hk + hk+1), hk = xk − xk−1.
Ponadto
s(x) = pk (x) =

1
hk

(
1
6

Mk−1(xk − x)3 +
1
6

Mk (x − xk−1)
3+

(yk−1 −
1
6

Mk−1h2
k )(xk − x) +

(yk − 1
6

Mkh2
k )(x − xk−1)

)
xk ∈ [xk−1, xk ].
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Wyznaczanie funkcji sklejanej 3-go stopnia
krok 1. Obliczyć ilorazy różnicowe dk = 6f [xk−1, xk , xk+1]

dla k = 1, . . . ,n − 1, gdzie
f [xk−1, xk , xk+1] =

f [xk ,xk+1]−f [xk−1,xk ]
xk+1−xk−1

.

krok 2. Obliczyć λk = hk/(hk + hk+1) dla k = 1, . . . ,n − 1.
krok 3. Wyznaczyć Mk dla k = 1, . . . ,n − 1 rozwiązując

układ (metodą przegnania, którą omówimy
później)

2 1 − λ1
λ2 2 1 − λ2

. . . . . . . . .
λn−2 2 1 − λn−2

λn−1 2




M1
M2
...
Mn−2
Mn−1

 =


d1
d2
...
dn−2
dn−1


Macierz powyższego układu jest diagonalnie silnie dominująca
(2 > |λk |+ |1 − λk |). Stąd jest nieosobliwa.
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