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Rozkład Cholesky’ego

Rozkład Cholesky’ego
Dana jest macierz AAA ∈ Rn×n symetryczna (AAA = AAAT ) i dodatnio
okreslona.
Macierz symatryczną nazywamy dodatnio okresloną, jeśli dla
dowolnego xxx ∈ Rn, xxx ̸= 000 spełniona jest nierówność

xxxTAAAxxx > 0.

Twierdzenie
Jeśli macierz AAA ∈ Rn×n jest symetryczną i dodatnio określoną,
to ma jedeny rozkład na czynniki

AAA = L̂LLL̂LL
T
,

gdzie L̂LL jest macierzą trójkątną dolną o elementach dodatnich
na głównej przekątnej.
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Rozkład Cholesky’ego - algorytm

L̂LLL̂LL
T
= AAA

l̂11

l̂21 l̂22

l̂31 l̂32 l̂33
...

. . .
l̂n1 l̂n2 · · · l̂n,n−1 l̂nn




l̂11 l̂21 l̂31 · · · l̂n1

l̂22 l̂32 · · · l̂n2

l̂33 · · · l̂n3
. . . l̂n,n−1

l̂nn

 =


a11 a21 a31 · · · an1
a21 a22 a32 · · · an2
a31 a32 a33 · · · an3
...

. . . an,n−1
an1 an2 · · · an,n−1 ann


l̂211 = a11

l̂i1 l̂11 = ai1 i = 2, . . . ,n 1-sza kolumna

l̂221 + l̂222 = a22

l̂i1 l̂21 + l̂i2 l̂22 = ai2 i = 3, . . . ,n 2-ga kolumna

l̂2j1 + l̂2j2 + · · ·+ l̂2jj = ajj

l̂i1 l̂j1 + l̂i2 l̂j2 + · · ·+ l̂ij l̂jj = aij i = j + 1, . . . ,n j-ta kolumna
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Rozkład Cholesky’ego - algorytm
for k ← 1 to n do

l̂jj ←
√

(ajj −
∑j−1

k=1 l̂jk )
for i ← j + 1 to n do

l̂ij ← (aij −
∑j−1

k=1 l̂ik l̂jk )/̂ljj
end for

end for

W komputerowej realizacji rozkład L̂LLL̂LL
T

pamiętamy następująco

AAA =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

an1 an2 · · · an,n

→


l̂11 a12 · · · a1n

l̂21 l̂22 · · · a2n
...

. . .
l̂n1 l̂n2 · · · l̂n,n


plus tablica [a11, . . . ,ann] z przekątną główną macierzy AAA.

Znając rozkład AAA = L̂LLL̂LL
T

zadanie AAAxxx = bbb sprowadzamy do
rozwiązania dwóch układów trójkątnych

L̂LLyyy = bbb i L̂LL
T
xxx = yyy
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Rozkład Cholesky’ego - AAA−1 i det(AAA)

Znając rozkład L̂LLL̂LL
T

macierzy AAA wyznaczamy n kolumn
macierzy AAA−1 co jest równoważne rozwiązaniu 2n układów
trójkątnych

L̂LLL̂LL
T
xxx (i) = eee(i), i = 1, . . . ,n

L̂LLyyy (i) = eee(i), L̂LL
T
xxx (i) = yyy (i) i = 1, . . . ,n

det(AAA) wyznaczamy następująco

det(AAA) = det(L̂LLL̂LL
T
) = det(L̂LL)det(L̂LL) =

n∏
i=1

l̂2ii .
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Związek rozkładu Cholesky’ego z rozkładem LLLUUU

Załóżmy, że znamy rozkład Cholesky’ego L̂LLL̂LL
T

macierzy AAA.
Zatem

AAA = L̂LLL̂LL
T
= LLLDDD1/2DDD1/2LLLT ,

gdzie L̂LL = LLLDDD1/2, LLL =


1
l21
...

. . .
ln1 · · · ln,n−1 1

, DDD ∈ Rn×n,

DDD = diag(dii) i DDD1/2 = diag(
√

dii).
Czyli

AAA = L̂LLL̂LL
T
= LLLDDD1/2DDD1/2LLLT = LLLDDDLLLT = LLLUUU,

gdzie UUU = DDDLLLT .
Wyznacznie rozkładu Cholesky’ego jest o połowę tańsze od
rozkładu LLLUUU.
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