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Znaczna czes¢ wykladu zostata przygotowana na
podstawie ksiazki [1].
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Rozwigzywanie ukfadu réwnan liniowych

Ux=b, UcR™ xcR"becR"

UpiXy + UipXe + -+ + UipXn = by
UpoXo + -+ + UpXn = bo
UnnXn = bn
Zaktadamy, ze macierz U jest nieosobliwa. Stad uyx # 0,
k=1,...,n. Wyznaczamy x, z ostatniego réwnania
n
Xp= —
" Unn
Dalej wyznaczamy xx dlak=n—1,...,1

n
bic — > j—k+1 Uk

Xk =
Ukk

Jamy
@7



Literatura Rozwigzywanie uktadu réwnan
o 0®0000000000000000

Rozwigzywanie uktadu réwnan liniowych - Eliminacja
Gaussa

Ax=b, Ac R™" x c R" b e R" det(A) # 0
A=A b)) =p

e LA
1 1 1 1
Al)x = p(M) axi g + o+ axe = by
af,11)x1 + agz)xz + o+ adx = b

Eliminujemy zmienna x; z rownan od 2-go do n-tego. Mnozymy
1-sze réwnanie przez

ly=S1_j—2 .. .n

Jamy
@7

i odejmujemy od pozostatych.



Rozwigzywanie uktadu réwnan
00®000000000000000

Eliminacja Gaussa

Po pierwszym kroku otrzymujemy

dVa + dle + -+ a&lx

axe + - + adx

A@x — p2 22 72 2n AN
af,zz)xg 4+ -+ af,i)xn

Eliminujemy zmienng x» z réwnan od 3-go do n-tego.
2-gie rownanie przez

i odejmujemy od pozostatych.

Mnozymy
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Eliminacja Gaussa

Ogdlnie po k — 1 krokach otrzymujemy

8511)X1 =+ 3512)X2 + . + 351”))(” _ b$1)
ag) Xo + . + agzn) X, = b£2)
AR)x — pk) ' : :
aff,? Xg +oo0t af(';,) Xn = b,((k )
W 4ot alihn = b

Eliminujemy zmienng xx z réwnan od k + 1-tego do n-tego.
Mnozymy k-te rownanie przez
(k)
lik:% i=k+1,....n
Ay

i odejmujemy od pozostatych. )
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Eliminacja Gaussa

Po n — 1 krokach dostajemy uktad z macierzg gérno trolkatnq

dVxi o+ de + -+ a&llx, = B
(2) (2) (2)

ayyXo + - + ayXn = b
AMx — p(n 22 712 2n An 2
(”)x,, _ pm
fork < 1ton—1do
fori<—k—s}-(1tokndo
I+~ g /ey
forj <+ k+1tondo

a,(jk“) — a( ) —/ a(k)
enkd 1for .
B ) bk
end for

end for
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Eliminacja Gaussa - Macierzowe sformutowanie
jednego kroku

Przej$cie od macierzy A%) do Ak+1) i od wektora b(¥) do btk+1)
mozemy zapisac
AKED = A plk+1) — | (K (k)

gdzie 1

L) = —ly1k 1
—lkt2.k

- n7k -
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Eliminacja Gaussa jako algorytm rozktadu trojkatnego

Proces sprowadzania macierzy A(") do macierzy gérno
tréjkatnej A" w n — 1 krokach mozemy zapisa¢

AN — (=1 @) (1) A0)
Oznaczajac A" przez U oraz z tego, ze A = A(Y) mamy

u = L-D...1@arMA
A = (L. @)~y
A = O @ -1y
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Rozktad LU
- -
[ 1
1 ki 1
L(kr1 = lk+1,k 1 L= /31 I32 1
l2.k

| I 2 Inn-1 1

I In 1]

gdzie L = L) @ (=)t
Jak wida¢ eliminacja Gaussa jest rownowazna rozktadowi
macierzyA na iloczyn A=LU

macierzy dolnej i gérno trojkatne;.
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Rozktad LU
W komputerowej realizacji rozktad LU pamietamy w jednej
tablicy umieszczajac mnozniki llg(k) w miejscu zerowanych
elementow al’.

ik
ayy a2 - ap Uyr U2 -+ Uip
doq axp -+ aop b1 Uxp --- Up
A= ] ] . — LU =
am dp2 -+ Aann It 2 -+ Unpn

Znajac rozktad A = LU zadanie Ax = b sprowadzamy do
rozwigzania dwéch uktaddéw trojkatnych

Ly=biUx=y
Rozwigzanie uktadu Ly = b odpowiada

_[-1p— [ (n—1 21 (Mp — .
y=L"b=L0""...1@O1Mp = p».
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Obliczanie wyznacznika i macierzy odwrotnej

Zat6zmy, ze znamy rozktad LU macierzy A wéwczas
det(A) = det(LU) = det(L)det(U H uj.
Z definicji A~ jest macierzg odwrotng A, jezeli
AA =
Oznaczajgc A~ przez X mamy
AX =1 = AxM .. xM =1e), ... eM], xO) el cRr"

gdzie x() jest i-tg kolumng macierzy odwrotnej, e) jest i-tg
kolumng macierzy jednostkowe;.
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Obliczanie macierzy odwrotnej

Znajac rozktad LU macierzy A wyznaczamy n kolumn macierzy
A~ co jest rownowazne rozwigzaniu 2n uktaddw trojkgtnych

LUxD =e) j=1 ... n
[_y("):e(")’ Ux(i):y(i) i=1,....n

Jamy
@7
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Wybér elementu giéwnego

Wariant podstawowy metody eliminacji Gaussa moze by¢
. . . (k)

stosowany jezeli wszystkie elementy przekatniowe é.ikkl,

k=1,2,...,n—1sgrbzne od zera. Warunek ten nie jest

spetniony nawet dla macierzy nieosobliwych, jak na przyktad

ponizszy uktad
0 1 Xq N 1
11 xo | |2

W tym przypadku wystarczy zamieni¢ réwnania miejscami.
Nalezy podkresli¢, ze w numerycznej realizacji wazne jest nie
tylko, aby elementy af(’,? byty r6zne od zera, ale by nie byty zbyt
mate co do wartosci bezwzgledne;.
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Wybér elementu giéwnego

Rozwazmy przyktad uktad rownan, w ktdrym e jest matg liczbg

e 1 X1 . 1
1T 1) x| |2
Po zastosowaniu eliminacji Gaussa otrzymujemy uktad
trojkatny € 1T 1 x] [ 1
0 1—6_1__X2___2—€_1

Rozwigzujgc otrzymujemy

Xe=02-€e")/(1—-€e"), x3=(1-x)e
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Wybér elementu giéwnego

Jezeli e jest wystarczajgco mate np. e = 1078 (¢ = 108) w
arytmetyce single, wowczas 2 — e '~ —¢ i

1 — ¢ '~ —¢ 1. Stad obliczone x, ~ 1i x4 ~ 0 znacznie réznig
sie od prawidtowych wartosci x> ~ 1 x; ~ 1.

Problem znika jezeli zamienimy rownania

11 x| |2
e 1 Xo o 1
Stosujac eliminacje Gaussa dostajemy uktad trojkatny
1 1 x| 2
0 1—¢ Xo | | 1—2¢
Rozwigzujgc otrzymujemy prawidtowe

Xo=(1-2¢)/(1—€e)=1, x1=(2—x)~1.



Rozwigzywanie uktadu réwnan
00000000000000e000

Wybér elementu giéwnego

Rozwazmy k-ty krok eliminacji Gaussa.
¢ eliminacja Gaussa z czgsciowym wyborem polega
znalezieniu elementu takiego, ze
(k) _ (k)
|ay | = kng?g)(n’aik ‘
i przestawieniu w macierzy A(%) wiersza p-tego z k-tym
oraz elementu p-tego z k-tym w wektorze b(¥).
¢ eliminacja Gaussa z petnym wyborem polega znalezieniu
elementu takiego, ze
(k) _ (k)
|ay’| = k?f?én’a’j ‘
i przestawieniu w macierzy A%) wiersza p-tego z k-tym,
kolumny /-tej z k-t oraz elementu p-tego z k-tym w
wektorze bk, @
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Wybér elementu giéwnego

Niech P;; bedzie macierzg permutacji )
1

1

Pj r6zni sie od mamerzygednostkowe; elementami p; = p; = 0
i pj = pji = 1. Ponadto Pj = Pj = P} PE=1. PjA jest
rébwnowazne zamianie w mamerzy A'wiersza i- tego z j-tym.
APj; jest rbwnowazne zamianie w macierzy A kolumny j-tej z

Ja. @
L



Rozwigzywanie uktadu réwnan
0000000000000000e0

Wybér elementu giéwnego
W zapisie macierzowym czesciowy wybér ma postaé
PoA®), Pycb™)

Natomiast petny wybér ma postaé¢
PokAY Py, Ppb™)

Metode eliminacji Gaussa z petnym wyborem mozemy
przedstawic¢

L(n—1);:>pn_1n_1 "'L(Z)szzL(1)Pp11A(1)P1/1 Py, Pp oy, = AN
1_("—1)ppn_1n_1 ...L(2)pp22L(1)pp11p—1pA(1)P = A,
gdzie P = Ppn,1n—1 "'PP22PP11’ P= P1/1P2/2 T P”—1jn71'

L= (1_(!7—1)13%71,,,71 ...1_(2)pp221_(1)pp22 .. .ppn71n71)—1 jest
macierzg dolno tréjkatng spetniajgca réwnanie

LU =PAP (U=A")
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Wybér elementu giéwnego

W metodzie eliminacji Gaussa z cze$ciowym wyborem P = I.
Zatem
LU =PA

Znany rozktad LU = PA mozemy wykorzysta¢ do rozwigzania
ukfadu réwnan Ax = b

Ly=PbiUx=y.

Wyznacznik macierzy obliczamy nastepujaco

det(A) = (- H%

gdzie p jest liczbg przestawien kolumn i wierszy.
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