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Literatura Rozwiązywanie układu równań

Rozwiązywanie układu równań liniowych

UUUxxx = bbb, UUU ∈ Rn×n,xxx ∈ Rn,bbb ∈ Rn

u11x1 + u12x2 + · · · + u1nxn = b1
u22x2 + · · · + u2nxn = b2

. . .
...

...
unnxn = bn

Zakładamy, że macierz UUU jest nieosobliwa. Stąd ukk ̸= 0,
k = 1, . . . ,n. Wyznaczamy xn z ostatniego równania

xn =
bn

unn

Dalej wyznaczamy xk dla k = n − 1, . . . ,1

xk =
bk −

∑n
j=k+1 ukjxj

ukk
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Rozwiązywanie układu równań liniowych - Eliminacja
Gaussa

AAAxxx = bbb, AAA ∈ Rn×n,xxx ∈ Rn,bbb ∈ Rn, det(AAA) ̸= 0
AAA(1) = AAA, bbb(1) = bbb

AAA(1)xxx = bbb(1)

a(1)
11 x1 + a(1)

12 x2 + · · · + a(1)
1n xn = b(1)

1
a(1)

21 x1 + a(1)
22 x2 + · · · + a(1)

2n xn = b(1)
2

...
...

...
...

a(1)
n1 x1 + a(1)

n2 x2 + · · · + a(1)
nn xn = b(1)

n

Eliminujemy zmienną x1 z równań od 2-go do n-tego. Mnożymy
1-sze równanie przez

li1 =
a(1)

i1

a(1)
11

i = 2, . . . ,n

i odejmujemy od pozostałych.
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Eliminacja Gaussa

Po pierwszym kroku otrzymujemy

AAA(2)xxx = bbb(2)

a(1)
11 x1 + a(1)

12 x2 + · · · + a(1)
1n xn = b(1)

1
a(2)

22 x2 + · · · + a(2)
2n xn = b(2)

2
...

...
...

a(2)
n2 x2 + · · · + a(2)

nn xn = b(2)
n

Eliminujemy zmienną x2 z równań od 3-go do n-tego. Mnożymy
2-gie równanie przez

li2 =
a(2)

i2

a(2)
22

i = 3, . . . ,n

i odejmujemy od pozostałych.
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Eliminacja Gaussa

Ogólnie po k − 1 krokach otrzymujemy

AAA(k)xxx = bbb(k)

a(1)
11 x1 + a(1)

12 x2 + · · · + a(1)
1n xn = b(1)

1
a(2)

22 x2 + · · · + a(2)
2n xn = b(2)

2
. . .

...
...

a(k)
kk xk + · · ·+ a(k)

kn xn = b(k)
k

...
...

...
a(k)

nk xk + · · ·+ a(k)
nn xn = b(k)

n

Eliminujemy zmienną xk z równań od k + 1-tego do n-tego.
Mnożymy k -te równanie przez

lik =
a(k)

i2

a(k)
kk

i = k + 1, . . . ,n

i odejmujemy od pozostałych.
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Eliminacja Gaussa

Po n − 1 krokach dostajemy układ z macierzą górno trójkątną

AAA(n)xxx = bbb(n)

a(1)
11 x1 + a(1)

12 x2 + · · · + a(1)
1n xn = b(1)

1
a(2)

22 x2 + · · · + a(2)
2n xn = b(2)

2
. . .

...
...

a(n)
nn xn = b(n)

n
for k ← 1 to n − 1 do

for i ← k + 1 to n do
lik ← a(k)

ik /a(k)
kk

for j ← k + 1 to n do
a(k+1)

ij ← a(k)
ij − lik a(k)

kj
end for
b(k+1)

i ← b(k)
i − lik b(k)

k
end for

end for
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Eliminacja Gaussa - Macierzowe sformułowanie
jednego kroku

Przejście od macierzy AAA(k) do AAA(k+1) i od wektora bbb(k) do bbb(k+1)

możemy zapisać

AAA(k+1) = LLL(k)AAA(k), bbb(k+1) = LLL(k)bbb(k),

gdzie

LLL(k) =



1
. . .

1
−lk+1,k 1
−lk+2,k

...
. . .

−ln,k 1
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Eliminacja Gaussa jako algorytm rozkładu trójkątnego

Proces sprowadzania macierzy AAA(1) do macierzy górno
trójkątnej AAA(n) w n − 1 krokach możemy zapisać

AAA(n) = LLL(n−1) · · ·LLL(2)LLL(1)AAA(1)

Oznaczając AAA(n) przez UUU oraz z tego, że AAA = AAA(1) mamy

UUU = LLL(n−1) · · ·LLL(2)LLL(1)AAA
AAA = (LLL(n−1) · · ·LLL(2)LLL(1))−1UUU

AAA = LLL(1)−1
LLL(2)−1 · · ·LLL(n−1)−1

UUU
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Rozkład LLLUUU

LLL(k)−1
=



1
. . .

1
lk+1,k 1
lk+2,k

...
. . .

ln,k 1


LLL =


1
l21 1
l31 l32 1
...

. . .
ln1 ln2 · · · ln,n−1 1

 ,

gdzie LLL = LLL(1)−1
LLL(2)−1 · · ·LLL(n−1)−1

.
Jak widać eliminacja Gaussa jest równoważna rozkładowi
macierzyAAA na iloczyn AAA = LLLUUU

macierzy dolnej i górno trójkątnej.
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Rozkład LLLUUU
W komputerowej realizacji rozkład LLLUUU pamiętamy w jednej
tablicy umieszczając mnożniki l(k)ik w miejscu zerowanych
elementów a(k)

ik .

AAA =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
... · · ·

...
an1 an2 · · · an,n

 → LLLUUU =


u11 u12 · · · u1n
l21 u22 · · · u2n
...

. . .
ln1 ln2 · · · un,n


Znając rozkład AAA = LLLUUU zadanie AAAxxx = bbb sprowadzamy do
rozwiązania dwóch układów trójkątnych

LLLyyy = bbb i UUUxxx = yyy

Rozwiązanie układu LLLyyy = bbb odpowiada

y = LLL−1bbb = LLL(n−1) · · ·LLL(2)LLL(1)bbb = bbb(n).
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Obliczanie wyznacznika i macierzy odwrotnej

Załóżmy, że znamy rozkład LLLUUU macierzy AAA wówczas

det(AAA) = det(LLLUUU) = det(LLL)det(UUU) =
n∏

i=1

uii .

Z definicji AAA−1 jest macierzą odwrotną AAA, jeżeli
AAAAAA−1 = III

Oznaczając AAA−1 przez XXX mamy

AAAXXX = III ⇔ AAA[xxx (1), . . . ,xxx (n)] = [eee(1), . . . ,eee(n)], xxx (i),eee(i) ∈ Rn

gdzie xxx (i) jest i-tą kolumną macierzy odwrotnej, eee(i) jest i-tą
kolumną macierzy jednostkowej.
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Obliczanie macierzy odwrotnej

Znając rozkład LLLUUU macierzy AAA wyznaczamy n kolumn macierzy
AAA−1 co jest równoważne rozwiązaniu 2n układów trójkątnych

LLLUUUxxx (i) = eee(i), i = 1, . . . ,n
LLLyyy (i) = eee(i), UUUxxx (i) = yyy (i) i = 1, . . . ,n
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Wybór elementu głównego

Wariant podstawowy metody eliminacji Gaussa może być
stosowany jeżeli wszystkie elementy przekątniowe a(k)

kk ,
k = 1,2, . . . ,n − 1 są różne od zera. Warunek ten nie jest
spełniony nawet dla macierzy nieosobliwych, jak na przykład
poniższy układ [

0 1
1 1

] [
x1
x2

]
=

[
1
2

]
W tym przypadku wystarczy zamienić równania miejscami.
Należy podkreślić, że w numerycznej realizacji ważne jest nie
tylko, aby elementy a(k)

kk były różne od zera, ale by nie były zbyt
małe co do wartości bezwzględnej.
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Wybór elementu głównego

Rozważmy przykład układ równań, w którym ϵ jest małą liczbą[
ϵ 1
1 1

] [
x1
x2

]
=

[
1
2

]
Po zastosowaniu eliminacji Gaussa otrzymujemy układ
trójkątny

[
ϵ 1
0 1 − ϵ−1

] [
x1
x2

]
=

[
1

2 − ϵ−1

]
Rozwiązując otrzymujemy

x2 = (2 − ϵ−1)/(1 − ϵ−1), x1 = (1 − x2)ϵ
−1
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Wybór elementu głównego

Jeżeli ϵ jest wystarczająco małe np. ϵ = 10−8 (ϵ−1 = 108) w
arytmetyce single, wówczas 2 − ϵ−1 ≈ −ϵ−1 i
1 − ϵ−1 ≈ −ϵ−1. Stąd obliczone x2 ≈ 1 i x1 ≈ 0 znacznie różnią
się od prawidłowych wartości x2 ≈ 1 i x1 ≈ 1.
Problem znika jeżeli zamienimy równania[

1 1
ϵ 1

] [
x1
x2

]
=

[
2
1

]
Stosując eliminację Gaussa dostajemy układ trójkątny[

1 1
0 1 − ϵ

] [
x1
x2

]
=

[
2

1 − 2ϵ

]
Rozwiązując otrzymujemy prawidłowe

x2 = (1 − 2ϵ)/(1 − ϵ) ≈ 1, x1 = (2 − x2) ≈ 1.
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Wybór elementu głównego

Rozważmy k -ty krok eliminacji Gaussa.
• eliminacja Gaussa z częściowym wyborem polega

znalezieniu elementu takiego, że
|a(k)

pk | = max
k≤i≤n

|a(k)
ik |

i przestawieniu w macierzy AAA(k) wiersza p-tego z k -tym
oraz elementu p-tego z k -tym w wektorze bbb(k).

• eliminacja Gaussa z pełnym wyborem polega znalezieniu
elementu takiego, że

|a(k)
pl | = max

k≤i,j≤n
|a(k)

ij |

i przestawieniu w macierzy AAA(k) wiersza p-tego z k -tym,
kolumny l-tej z k -tą oraz elementu p-tego z k -tym w
wektorze bbb(k).
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Wybór elementu głównego

Niech PPP ij będzie macierzą permutacji

PPP ij =



1
. . .

0 · · · 1
...

...
1 · · · 0

. . .
1


PPP ij różni się od macierzy jednostkowej elementami pii = pjj = 0
i pij = pji = 1. Ponadto PPPT

ij = PPP ij = PPP−1
ij , PPP2

ij = III. PPP ijAAA jest
równoważne zamianie w macierzy AAA wiersza i-tego z j-tym.
AAAPPP ij jest równoważne zamianie w macierzy AAA kolumny i-tej z
j-tą.



Literatura Rozwiązywanie układu równań

Wybór elementu głównego
W zapisie macierzowym częściowy wybór ma postać

PPPpkAAA(k), PPPpkbbb(k)

Natomiast pełny wybór ma postać
PPPpkAAA(k)PPPkl , PPPpkbbb(k)

Metodę eliminacji Gaussa z pełnym wyborem możemy
przedstawić

LLL(n−1)PPPpn−1n−1 · · ·LLL(2)PPPp22LLL(1)PPPp11AAA(1)PPP1j1PPP2j2 · · ·PPPn−1jn−1 = AAA(n)

LLL(n−1)PPPpn−1n−1 · · ·LLL(2)PPPp22LLL(1)PPPp11PPP−1PPPAAA(1)PPP = AAA(n),

gdzie PPP = PPPpn−1n−1 · · ·PPPp22PPPp11, PPP = PPP1j1PPP2j2 · · ·PPPn−1jn−1 .
LLL = (LLL(n−1)PPPpn−1n−1 · · ·LLL(2)PPPp22LLL(1)PPPp22 · · ·PPPpn−1n−1)

−1 jest
macierzą dolno trójkątną spełniającą równanie

LLLUUU = PPPAAAPPP (UUU = AAA(n))
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Wybór elementu głównego

W metodzie eliminacji Gaussa z częściowym wyborem PPP = III.
Zatem

LLLUUU = PPPAAA

Znany rozkład LLLUUU = PPPAAA możemy wykorzystać do rozwiązania
układu równań AAAxxx = bbb

LLLyyy = PPPbbb i UUUxxx = yyy .

Wyznacznik macierzy obliczamy następująco

det(AAA) = (−1)p
n∏

i=1

uii ,

gdzie p jest liczbą przestawień kolumn i wierszy.
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