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Metody iteracyjne

Przyktad
. .. 7 -6 X1 . 3
Rozwazmy uktad liniowy { 8 9 ] [ Xo } = { 4 }
k k—1 k k—1
X =94 T X =X g
k x1(k) xék) k x1(k) xék)
0 0.00000 0.00000 0 0.00000 0.00000
10 0.14865 —0.19820 10 0.21978 —-0.24909
30 0.19662 -0.26615 30 0.20009 —-0.26659
50 0.19978 -0.26637 50 0.20000 —0.26667

Metoda Jacobiego

Metoda Gaussa-Seidela
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Metoda iteracji prostej

Jedng z najprostrzych metod iteracyjnych jest metoda iteraciji
prostej. Polega ona na przejsciu od uktadu réwnan liniowych
Ax=0>b

do rownowaznego uktadu (majgcego te same rozwigzania)
Qx=(Q-Ax+b

Znajac powyzsze rownanie wyznaczamy cigg przyblizen
rozwigzania x = A~'b ze wzoru
ax) = Q- Ax* D b (k> 1),

gdzie x(©) jest danym przyblizeniem poczatkowym.
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Metoda iteracji prostej

Macierz Q powinna by¢ tak wybrana, aby:

* koszt wyznaczania ciggu {x(¥)} byt niewielki,

e cigg {x(K} byt szybko zbiezny do rozwigzania.
Powyzsze warunki sg spetnione jezeli mozna fatwo rozwigzac
uktad Qx(%) = y i jezeli Q' aproksymuje A~ ".
Zbadajmy warunki zbieznoéci ciggu {x(%)} do rozwigzania.
Zaktadamy nieosobliwo$¢ macierzy A oraz macierzy Q. Zatem

x®) =1 —Q@ TA)x*) L Q'b.
Ponizszy ukfad jest rownowazny uktadowi Ax = b
x=(-Q 'Ax+Q'b.
Odejmujac stronami réwnania otrzymujemy

x®) —x = (1—Q TA)(x1) —x)
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Metoda iteracji prostej

Przechodzac do norm, wybieramy dowolng norme macierzowg
zgodng z jakgkolwiek normg wektorowa, tj spetniajaca
nieréwnos¢ ||Ax|| < ||A||||x||, otrzymujemy oszacowania

x5 — x| < [[1 = Q7" A|[|xt1) — x|
Ostatecznie dostajemy

X — x| < (|1 — QA []x©) — x|
Zatem jezeli ||/ — Q' A|| < 1, wdéwczas wnioskujemy

lim [|x) — x|| = 0.
k—o0
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Metoda iteracji prostej

Twierdzenie 1

Dla zbiezno$ci ciggu {x(¥)}, zdefiniowanego wzorem

Qxk) = (Q — A)x*=1) 1 b, do rozwigzania dla dowolnego
przyblizenia poczatkowego x(©) wystarcza, aby ||/ - Q'A|| < 1
dla dowolnej normy macierzy zgodnej z jakgkolwiek normg
wektorows.

Warunek ||/ — Q~'A|| < 1 jest tatwy do sprawdzenia dla norm
[|- 11111 - ||lco- Na 0gét trudniej jest spetni¢ warunek konieczny i
dostateczny zbieznosci iteracji proste;j.
Rozwazmy dowolny liniowy proces iteracyjny zdefiniowany
przez zalezno$¢

xk) = Gxk=1) 1 ¢,

gdzie G € R™" ¢ e R". Zauwaz,ze G=1—-Q 'Aic=Q'b.

W
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Liniowy proces iteracyjny

Twierdzenie 2

Zaleznosc xF) = Gx(k=1) 1 ¢ okres$la cigg {x(¥)} zbiezny do

(I — G)~ "¢ dla dowolnego przyblizenia poczatkowego x(©)

wtedy i tylko wtedy, gdy p(G) < 1,

gdzie p(G) = maxycspecy(G) || NAzywamy promieniem

spektralnym macierzy G.

Whiosek 1

Zalezno$é Qx%) = (Q — A)x(k=1) 4 b okresla ciag {x(¥)}

zbiezny do rozwigzania uktadu Ax = b dla dowolnego

przyblizenia poczatkowego x(©) wtedy i tylko wtedy, gdy
(- Q7 'A) < 1,

Definicja 1

Macierz A € R™ " nazywamy diagonalnie dominujgca jesli

zachodzg nieréwnoéci

lail > > lagl (1<i<n).

A
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Metoda Jacobiego

Przedstawiamy macierz uktadu w postaci
A=L+D+ U,

gdzie D = diag(aj), a L = (aj)i>; i U = (aj)i<; s macierzami
dolng i gérno trojkatng o zerowych elementach diagonalnych.
Uktad Ax = b zapisujemy w postaci

(L+D+Ux=b
Stad Dx = —(L+U)x+b
Dx) = —(L+U)x* 4+ b (k>1)

Zaktadajac, ze macierz D jest nieosobliwa otrzymujemy posta¢
G=-D'(L+U),c=D"b. W tym przypadku Q = D.

W
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Metoda Jacobiego

Twierdzenie 3

Jezeli macierz A jest diagonalnie dominujaca, to cigg przyblizen
generowanych przez metode Jacobiego jest zbiezny do
rozwigzania uktadu Ax = b dla dowolnego przyblizenia
poczatkowego.
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Metoda Gaussa-Seidla

Uktad Ax = b zapisujemy w postaci

(L+D+U)x=b
Stad
(L+D)x = —Ux+b
(L+D)x*) = —ux" b (k>1)

Zaktadajac, ze macierz D jest nieosobliwa otrzymujemy postaé
G=—(L+D)'U,c= (L+D)"'b. W tym przypadku
Q=L+D.
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Metoda Gaussa-Seidla

Wyznaczamy wspétrzedne wektora x(¥) = (x{®) x{K)  x{NT
na podstawie x(<—1)

(k—1)

k k—1
a,-1x1()+---+a,-,-()+a,,+1 ,(+1 )+"'+ainxn = b;

X — k=1 Za,, k)+Za,/ &= _b)/ai (i=1,...,n)

Twierdzenie 4

Jezeli macierz A jest diagonalnie dominujgca, to cigg przyblizen
generowanych przez metode Gaussa-Seidela jest zbiezny do
rozwigzania uktadu Ax = b dla dowolnego przyblizenia
poczatkowego.
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Dowéd Twierdzenia 3

Z twierdzenia 1 wynika, ze wystarczy udowodni¢, ze
11— Q 'Al|oe < 1.

Macierz Q jest macierzag diagonalng ztozong z elementéw
diagonalnych macierzy A, wiec macierz Q—'A ma elementy
postaci a;;/aj;;. Elementy diagonalne sg rowne 1. Zatem

n

1= Q7" Al = max 3 2/
j:
J#i

Korzystajgc z faktu, ze macierz A jest diagonalnie dominujgca
wnioskujemy, ze 11— Q 'Allee < 1.

O
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Dowéd Twierdzenia 4

Z wniosku 1 wynika, ze wystarczy udowodni¢, ze
p(I—Q'A) < 1.

Niech )\ bedzie dowolng warto$cig wtasng macierzy I — Q1A
niech x bedzie odpowiadajgcym jej wektorem wtasnym. Bez
straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze ||X|| = 1. Zatem

(I — Q@ "A)x = \x rbwnowaznie Qx — Ax = \Qx

Macierz Q jest macierza dolno tréjkatna, wiec

—~ Z a,,x,_)\Za,,x, <i<n)

J=i+1
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Dowdd Twierdzenia 4 cd...
Stad

- n
AgjiXj = —)\Z aiiXj — Z ajiX; (1<i<n)
j Jj=i+1

Wybieramy indeks i taki, ze |x;| = 1 > |x;| dla wszystkich j

(I1X]|co = 1). Wtedy

RUETIES ’)‘|Z |ajj| + Z EN

j=i+1

Wyznaczajac |)\| i korzystajgc z faktu macierz A jest
diagonalnie dominujgca otrzymujemy

1
n i—1

A<D laylp S lail = > lay] <1
it =
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