Liczby w moim zyciu i w komputerze

Jak Swiat moze sie zmieni¢ w ciggu zycia jednego cztowieka?

Wirtualne Cafe UTW, Wroctaw 21 marca 2021
Klub dyskusyjny stuchaczy
Uniwersytetu Trzeciego Wieku w UWr
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Witold Roter (pierwszy z prawej)
klasa siédma, Nowa Ruda 1957

e Moj pierwszy nauczyciel matematyki

@ Potem profesor Uniwersytetu Wroctawskiego
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@ 1950/1951, pierwsza klasa szkoty podstawowej w
Kamienniej Gorze - dobrze liczytam kasztany

@ 1956/1957, szkota podstwowa w Nowej Rudzie -
wojewddzkie zawody matematyczne

@ 1961-1966, studia matematyczne na UWr - na pierwszym
roku oczarowaty mnie macierze i tak juz zostato

Felietony w Gazecie Senior

@ wspomnienia o prof. W. Roterze, Otéwek i kartka papieru,
wrzesien 2020

@ Mitos¢, matematyka i kasztany, czerwiec 2019
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Felieton o Witoldzie Roterze, rozszerzony o wspomnienia
uczniéw, ukazat sie na platformie Gazety Senior

Zadania Witolda Rotera
Jurek zapamietat zadania z lekcji z Roterem w szkole
podstawowe;j

o Cegta wazy kilo i p6t cegty? lle wazy cegta?

@ Tylko jedna z dziewieciu kul wazy mniej. Jak za pomoca
dwukrotnego uzycia wagi szalkowej mozna stwierdzic,
ktéra kula wazy mniej?

@ Jeden uczen zmazuje tablice gabka w ciggu 2 minut, a
drugi w ciggu 3 minut. lle obaj uczniowie potrzebuja
czasu, zeby razem zmazac tablice?
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Stefan Paszkowski, Wroctaw 1992

méj promotor
1962 — twoérca Katedry Metod Numerycznych UWr

biblioteki programéw numerycznych na komputery
produkowane przez Elwro

moja specjalizacja: "Metody numeryczne algebry"
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Stefan Paszkowski (pierwszy)
Andrzej Kietbasinski (drugi)

e prof. Kietbasinski, Uniwersytet Warszawski
zakochany w analizie btedéw i algebrze numeryczne;j
przettumaczyt ksigzke Wilkinsona
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Helmut Spath Oldenburg (1986) zona Spatha (1988)
Moja pierwsza wizyta na "zachodnim" uniwersytecie (4 dni)
Druga wizyta (1988) dwa dni dtuzej
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Moja pierwsza konferencja na "zachodzie"
Manfred von Golitschek J

G. Meinardus, W. Hayman, F. Deutsch, L. Collatz
Oberwolfach 1988
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UNIVERSITAT HAMBURG

INSTITUT FOR 2

ANGEVANDTE MATHEMATIK

Prof. Dr. L. Collatz

Cosch a1 1988

Teufelstein bei St.Roman (Sdwarzwald)

List i rysunek od Lothara Collatza, Oberwolfach 1988 ]
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Sympozja Householdera

. B Gatlingurg 1964
Wilkinson, Givens, Forsythe Householder, Henrici, Bauer

Zdjecie ze zbioru MathWorks
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Moje pierwsze”HousehoIder Symposium
Lake Arrowhead koto Los Angeles (1993)
Gene Golub
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Householder Symposium 1993

W. Proskurowski D. and Ch. Lawson
Los Angeles, Beverly Hills dzien ojca w Pasadenie
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Dottie i Chuck Lawson w Polsce, 1994
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Alpy i Householder Symposium,  Pontresina (1996)
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Householder Symposium
Whistler koto Vancouver, Kanada (1999)

Wialter Gander z zong Heidi Chandler Davis z zona
syn Aaron, koncert Holly Cole we Wroctawiu
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Ludwig Elsner, Jaroslav Zémanek(OO) M. Overton z maa

Wroctaw “Overton” hotel
Vancouver 1999
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German—Polish Workshop for Young Researches |

Bedlewo 2006
GAMM — Heike Fassbender, Volker Mehrmann, KZ

Volker Mehrmann |.Wrébel, B.Laszkiewicz, A.Miedlar
Whistler 1999 Bedlewo 2006
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Functions
of Matrices

'AH‘«H"'HJ mw!i‘ (’:“[u]rﬂf(!ﬁ(\il

Nicholas J. Higham

Francoise Tisseur i Nick Higham
Householder Symposium, Berlin-Zeuthen 2008

Najwazniejsza dla mnie ksigzka
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Manchester, 11 kwietnia 2013
siedem dni przed siedemdziesigtymi urodzinami

Moj referat urodzinowy - pomyst Nicka Highama
Dual Padé iterations and sentimental memories
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Manchester 2013 - po referacie urodzinowym |

Bhatia, Bini, Guo, Higham, lannazzo, Ipsen, Meini, Poloni,
Simoncini, Tisseur, Trefethen, Van Loan i KZ
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Boston 2001
Referat Strict spectral approximation of matrices
Hipoteza, ktérej poswiecitam wiele lat zycia

Gilbert Strang, MIT
zdjecie ze strony domowe] profesora

These are 121 cupcakes with my favorite -1, 2, -1 matrix. It
was the day before Thanksgiving and two days before my
birthdav. A happv surprise.
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Seniorka na Householder Symposium, Spa, Belgia 2014

Ostatnie Sympozjum Householdera, w ktérym bratam udziat

= -

Anne Greenbaum
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Czes¢ druga

@ liczby catkowite: 0,1,—-1,2,—2,...

o liczby wymierne: 2 =05, 3 =1.333...
o liczby niewymierne: v2 = 1.41421 . ..
o 7 =3.14159...

iczba Eulera e = lim, o, (1+1)" = 2.718281845 ...

liczby rzeczywiste

liczby zespolone
@ i =+/—1, czyli i? = 1, czyli wielomian x?> +1 ma
pierwiastek




Liczby w systemie dziesigtnym
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Dziatania na liczbach

obucen Sk zackm glenie
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System dziesigtny zmiennopozycyjny

System dziesietny - liczby catkowite

102 =1 x 10?2 +0 x 10* +2 x 10° = (102)y,

(2503)10 = 2 x 10® +5 x 10® + 0 x 10* + 3 x 10°

x = xe X 105 + x,_1 x 10571 4+« 4 x5 x 10°

X = (Xka_l 600 XO)lO

X,'G{O,].,...,g}
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System dziesigtny zmiennopozycyjny

Liczby rzeczywiste (system dziesietny)

102 = 10.2 x 10! = 1.02 x 102 = 0.102 x 10°
0.0102 = 0.102 x 107!
0102=1x10"4+0x1024+2x 1072 =0.102 x 10°

x =m x 10°

Zapis
x = mEc, 102 =0.102E3

Zatozenie:
Mantysa m jest liczba rzeczywista z przedziatu [0.1,1).
Cecha (wyktadnik) c jest liczba catkowita.
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Utrata cyfr znaczacych

Utrata cyfr znaczacych

x = 0.3721478693, y = 0.3720230572
x —y = 0.0001248121 = 0.1248121 x 103

X —y po zaokragleniu 0.12481 x 107% = 0.00012481
pie¢ cyfr znaczacych

£ = 0.37215, § =0.37202
% = 0.00013 = 0.13000 x 1073

X—y=
=)= =9 L g0a—04x 10"
x—y
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Utrata cyfr znaczacych

epsilon maszynowy 1 +¢ > 1

pie¢ cyfr znaczacych
1.0000 + 0.01 =1.0100 > 1

1.0000 + 0.0001 = 1.0001 > 1
1.0000 + 0.00001 = 1.00001 zaokraglone do 1.0000,

bo pie¢ cyfr znaczacych
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Oszczednosci w bank

Przyktad obliczen w komputerze
Oszczednosci w banku

5 procent za rok, r =10.05
ap poczatkowy wktad

kwartalnie
a = ap x (1+0.05/4)

ar=a x (1+0.05/4) = a(1 +0.05/4)”
az=a x (1+0.05/4) = ag(1+ 0.05/4)
ay = a3 x (1+0.05/4) = a(1 +0.05/4)"

+ 1)

[

:ao><

n razy w roku



Liczby w komputerze
oceo

Oszczednosci w bank

dwa sposoby doliczania odsetek n razy w roku

f:ao><<1+ﬁ)n

f = ap X e In (1+r/n)

7= x¥ = oy In x)



Oszczednosci w bank

Liczby w komputerze
ooe

M. Overton, Courant Institute, Nowy Jork
pojedyncza precyzja obliczen w komputerze

odsetki po roku

n koncowe konto | koncowe konto
metoda I metoda 11
1 105.0000 105.0000
4 105.0945 105.0945
365 105.1268 105.1267
10000 105.1294 105.1271
20000 105.1202 105.1271

stan poczatkowy ag = 100



Przejécie od systemu dziesigtnego do
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Liczby catkowite w systemie binarnym (dwdjkowym)

Podstawa systemu: 2, cyfry 0, 1

5=4+1=224+2°=1x224+0x2"+1x2°=(101),

13 =8+5=8+4+1 =1x22+1x224+0x2'+1x2° = (1101),

71=64+4+2+1=2042%421 490

(1011), =2 +2' +2°=8+2+1=11

M—




Przejécie od systemu dziesigtnego do
oeo

Liczby rzeczywiste z przedziatu (0,1) w systemie binarnym

Podstawa systemu: 2, cyfry 0, 1

075=05+025=2""1422=1x2"41x272=(0.11),

0625=-+-=1x2"140x22+1x2°=(0.101),

N| =
OOI|—\

1 11

1
te 16 16

1
(0.1011), =271 4273 4 27% = 5




Przejécie od systemu dziesigtnego do
ocoe

1

X=15= @427 (1 +27*+278 +..0)
cze8¢ catkowita | czeS8C utamkowa
0 1
a1 = 0 2
d_o = 0 A4
d_3 = 0 .8
d_4q = 1 .6
d_s — 1 2
d_g = 0 4
d_7 = 0 .8
d_g = 1 .6

itd

stale mnozymy przez 2

rozwiniecie okresowe



System dwdéjkowy (binarny) zmiennopozycyjny

Podstawa systemu: 2; cyfry: 0, 1

Rozpatrujemy stary model: mantysa m z przedziatu [0.5,1)

Do tego systemu naleza liczby postaci

x=mx2° gdzie

@ mantysa m jest nastepujaca liczba

= X = X = X =4 X —
m=nm 2—|—m2 4—|—m3 8+ -+ m; ot

m; € {0,1} t jest ustalone

@ cecha (wyktadnik) c jest liczbg catkowitg z ustalonego
przedziatu [Cmin, Cmax]

Crmin S c S Cmax



Przyktad

Mantysa musi spetnia¢ warunek: 0.5 < m <1

—55—11—11><8—06875><23
XTI T T * 0T

mantysa ma cztery bity: m = 0.6875 = % = % + % + 11—6
m = (0.6875)10 = (0.1011),

cecha: c=3=2+1

Cc = (3)10 = (11)2

x =0.1011E11

D




Zaokraglenie i obciecie mantysy

1 1 4

=t o8l s ogxa
10 10 8 5

Mantysa jest okresowa, ma nieskonczenie wiele bitéw:

4
m= = 0.8 =0.1100110011001100 - - -

Cecha:




4
m = g =0.8=0.1100110011001100 - - -
Cecha: ¢ = -3

Mantysa z t = 4 bitami, obciecie

m = (0.1100), = (0.75)10

3
X =0.75 x % 0.093705

Mantysa z t = 4 bitami, zaokr.

m = (0.1101), = (0.8125)4¢

13
X =0.8125 x 23 = _— =0.101
% = 0.8125 x g — 0-101565




Przyktad arytmetyki zmiennopozycyjnej dwdjkowej
z mantysa trzybitowa z przedziat [0.5,1)

N.J. Higham, Accuracy and stability of numerical algorithms

t = 3a Cmin = _17 Cmax = 3

@ mantysa z przedziatu [0.5,1)
@ cecha - liczba catkowita z przedziatu [—1, 3]

e mantysy: 0.100 0.101 0.110 0.111
e cechy: -1, 0, 1, 2 3




wszystkie nieujemne liczby zmiennopozycyjne
w tym systemie:

0, 0.25 03125 0.3750 0.4375
0.5 0.625 0.75 0.875

1.0, 125 15 175

20, 25, 30 35

40 50 6.0 7.0



arytmetyka binarna (dwdéjkowa)

1+1=2—-01+01=10
4+2=06— 100+ 010 = 110

24+3=5=4+1—01+11 =101 ]

1.001 + 0.001 = 1.010 |




Dodawanie liczb binarnych

1
x =1+ g = 1125 = (L00L),

y=g5= 27° = 0.03125 = (0.00001),
suma x + y obliczona w arytmetyce z mantysa 4-cyfra réwna
sie x, poniewaz

1.001

0.00001

1.001




Standard IEEE 754

William Kahan

laureat nagrody imienia Turinga
przyznanej w roku 1989 przez ACM za IEEE standard 754

IEEE standard 754 ustalit reguty
arytmetyki zmiennopozycyjnej w komputerze.

http://www.cs.berkeley.edu/~wkahan/

ACM: Association for Computing Machinery
IEEE: Institute of Electrical and Electronics Engineers



Standard IEEE 754

Floating-point arithmetic - standard IEEE 754

We wspétczesnych komputerach stosuje sie arytmetyke binarng
(dwéjkowa) z mantysa z przedziatu [1,2)

Taki model przyjeto w standardzie IEEE 754.

Dlatego pierwszy bit mantysy rézny od zera jest przed
przecinkiem.

Liczba rzeczywista x jest reprezentowana przez mantyse m i
ceche ¢ (wyktadnik) zapisane binarnie.

X=mXx 2°




Standard IEEE 754

x=mx2°>0, liczba rzeczywista

m mantysa, ¢ cecha

o Cecha (wyktadnik) jest liczbg catkowita
Cmin < € < Cax
@ Mantysa ma t bitéw i jest liczbg rzeczywisty z przedziatu
[1,2).
Dlatego
m=14+m2 ' 4+m2 24+ ... 4 m_27t=

(mO-m1m2 s mt—1)2

m0:17 ml?"'umtfle{oal}



Standard IEEE 754

@ Nie zapamietuje sie jawnie w komputerze
bitu mg, bo on jest zawsze réwny 1.

@ W komputerze zapamietuje sie (binarnie) ceche
przesunieta:
C = ¢ + bias, gdzie bias taki, ze ¢ > 0

Na przyktad, dla typu single:
Cmin = —126, bias = 127,
wiec zawsze ¢ = ¢ + bias > 0.




Standard IEEE 754

W komputerze pamieta sie ceche przesunieta ¢, czesé
utamkowa f oraz znak liczby.

znak c f




Standard IEEE 754

Liczby zmiennopozycyjne - typ double

x=mx2° m = (1.f),

@ cze$¢ utamkowa f mantysy ze znakiem 52 + 1 bitéw,
o u=2"3~111x10"1°
(precyzja obliczen-unit roundoff)
@ Cuin = —1022, cpax = 1023, bias = 1023
o zakres liczb: +10+308



Standard IEEE 754

Typ double

((£(1.F); x 25710283 Hesli 0 < € < 2047
+0 jeslic=0,f=0
X = +o0 jesli c =2047,f =0

NaN jesli ¢ =2047,f #£0

| £(0.F)2 x 27192 jeslic=0,f #£0

denormalized (subnormal) numbers



Standard IEEE 754

typ single

@ cze$¢ utamkowa f mantysy ze znakiem 23+1 bity,
@ Cuin = —126, Guax = 127, bias = 127
e zakres liczb: +10*38

@ precyzja obliczen:

u=2"2*~5096x10"°




Standard IEEE 754

Zasada w standardzie IEEE 754: Kazde dziatanie
arytmetyczne daje wynik. Wynikiem moze to by¢ NaN, 400

NaN: Not a Number )
Wyjatki

przyklad wynik
niedozwolona operacja 0/0 NaN
niedozwolona operacja 0 x o0 NaN
niedozwolona operacja 00 /00 NaN
niedozwolona operacja | oo — o0 NaN
niedozwolona operacja V-1 NaN
nadmiar 400

niedomiar subnormal
dzielenie x # 0 przez zero | x/0 +o0




Standard IEEE 754

Podaj reprezentacje liczby u = 11 w standardzie IEEE 754

w typie single

U=11=8+2+1=1x22+0x22+1x2'+1x2° = (1011),

11
u:11:§><23_m><2c

mantysa m = & = (1.011), € [1,2)

cecha (wyktadnik) ¢ = 3 = (11),

reprezentacja zmiennopozycyjna u = (1.011),E(11),



Standard IEEE 754

Ciag dalszy przyktadu

W standardzie IEEE 754 liczby w typie single sg
reprezentowane w komputerze za pomoca

@ czesci utamkowej f mantysy m
@ "przesunietej" cechy c (zapisanej binarnie, 8 bitéw):
¢=c+ BIAS = c+ 127 > 0.

&=3+127 =130 = 128 + 2 = 27 + 2! = (10000010),

e Pamieta sie tez znak liczby, czyli znak mantysy (jeden
bit).
@ Mantysa ma 24 bity, cze$¢ utamkowa f ma 23 bity.

m = (1.01100000000000000000000).

f = 01100000000000000000000



Epsilon maszynowy

Epsilon maszynowy

1-t
€mach = 2

t - liczba cyfr mantysy

Jest to odlegtosc¢ liczby 1 od najblizszej liczby
zmiennopozycyjnej w komputerze
wiekszej niz 1

14+ epaen >1

€mach - INNE stosowane oznaczenie macheps



cos(1) ~

cos (1) = 5.403023E — 01,

_sin(1 + h) —sin(1)

= przybl

h

blad = przybl — cos(1)

double precision

h przybl blad
1.0E — 02 | 5.360860E — 01 | —4.216325E — 03
1.0E — 07 | 5.403023E — 01 | —4.182769E — 08
1.0E — 08 | 5.403023E — 01 | —2.969885E — (09
1.0E — 09 | 5.403024E — 01 | +5.254127E — 08
1.0E — 10 | 5.403022E — 01 | —5.848104E — 08
1.0E — 11 | 5.403011E — 01 | —1.1668704E — 06
1.0E — 15| 5.5651115E — 01 | +1.480921E — 02
1.0E — 20 | 0.000000E + 00 | —5.4403023E — 01




Oznaczenia:
e fl - floating point arithmetic

@ rd - rounding



Btad reprezentacji liczby
w zmiennopozycyjnej arytmetyce dwdjkowej

x=2(14+m27 4+ m272 +...)2°, m; € {0,1} ’

Zaktadamy, ze mantysa jest t-bitowa
Jesli pierwszy odrzucony bit mantysy, czyli m;, jest zerem, to
reprezentacja liczby x jest liczba:

rd(x) = (1 + m2 4+ m22 4. + mt_12—t+1)2c ’

W przeciwnym razie, mantyse zaokraglamy zgodnie z zasadami
przyjetymi w standardzie IEEE 754. Wéwczas

rd(x) = x(1+6), |6 <2 J



Niech x = rd(x), y = rd(y), czyli x i y s3 liczbami doktadnie
reprezentowanymi w komputerze.

Standard IEEE 754 zaktada, ze podstawowe dziatania na
liczbach zmiennopozycyjnych komputerowych sa wykonywane
w komputerze tak, ze

fl(xOy) = (xOy)(1 +0), [§] <27F,

gdzie
@ ¢ jest btedem wzglednym,
e 0 oznacza dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie,

@ t jest liczba cyfr mantysy.

Na przyktad, dla typu single: t = 24.




Jak oblicza¢ a® — b??

Jak oblicza¢ y = vx2 +1—17
y=vVx>2+1-1=

2

X
Vx24+14+1

Jak oblicza¢ ¢ = /a2 + b2?

c:x/m=|b|,/(g)2+1




Jak oblicza¢ pierwiastki tréjmianu kwadratowego?

X2+ px+qg=0
A =p*—4q

_—p+VA _ (=p+VB)(—p VD) 2q

X —
1 2 2—p— VA) —p- VA
—p—VA
Xy = —————
2
*pz‘/z jesli p <0
X1 =

VA jesli p >0




Dziekuje za uwage

Charles Johnson
seniorka wsréd mtodych
MAT-TRIAD, Bedlewo koto Poznania,»2007
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